高 等 学 校 试 用 教材 


口 分 本 与 极 值 问题 
《444 
图 全 四 四 全 
和 6446 
44444 


仿 竺 吉 育 网 县 社 


高 等 学 校 试用 教材 


鼎 分 析 与 极 值 问题 


刘 光 中 编 


遍 香 裁 博 史 县 社 


内 容 提 要 


本 书 是 一 本 关于 凸 集 和 凸 函 数理 论 的 人 门 书 , 包 括 凸 集 , 凸 函 数 、 凸 函数 
的 微分 、 极 值 问题 的 最 优 性 条 件 和 广义 凸 函 数 等 内 容 . 

本 书 是 经 高 等 工科 院 掖 应 用 数学 教材 委员 会 评选 、 推 荐 的 教材 ， 适 用 于 
数学 ,应 用 数学 等 专业 的 本 科 生 及 研究 生 ， 


高 等 学 校 试用 教材 
凸 分 析 与 极 值 问 题 
- 刘 光 中 编 
高 华 及 言及 末 出 版 
新 华 书 店 北京 科技 发 行 所 发 行 
北京 印刷 一 厂 印 装 
开本 850x1168 1/32 印张 10.25 字数 250 000 
1991 年 5 月 第 1 版 1991 和 董 5 .第 1 次 印刷 
印 数 0001 一 520 - 
ISBN 7-04-002662-7/O.1012 
定价 4.458C 


前 守 


凹 分 析 作为 数学 的 一 个 比较 年 过 的 分 支 ， 是 在 五 十 年 代 以 后 
丢 着 数学 规划 .最 优 控制 理论 .数理 经 济 学 等 应 用 数学 学 科 的 兴起 
而 发 展 起 来 的 。 在 这 方面 的 先驱 和 作出 重要 贡献 的 有 W .Fenchel， 
J.Moreau,R.T.Rockafellar，A.Brosted 等 人 ， 现在 , 凸 分 析 的 理 
论 已 在 很 多 领域 发 挥 着 越 来 越 大 的 影响 。 例 如 ,在 最 优化 理论 中 ， 
凸 性 曾经 作为 方法 和 假设 .然而 ,最 近 十 多 年 来 在 诸如 数学 规划 理 
论 这 样 一些 分 支 中 ， 思 性 代表 了 处 理 具有 广泛 应 用 的 最 优化 问题 
的 自然 的 结构 ， 利用 串 性 的 条 件 就 可 以 避免 关于 连续 性 和 可 微 性 
这 样 一 些 很 强 的 限制 。 

本 书 的 目的 ,是 为 应 用 数学 系 高 年 级 学 生 、 研 究 生 和 应 用 数学 
工作 者 提供 一 本 在 级 值 问 题 中 起 关键 作用 的 凸 集 和 凸 通 数 理论 的 
入 门 书 ， 从 1981 年 起 , 王 茸 清 赦 授 和 我 在 成 都 科技 大 学 应 用 数学 
系 为 运筹 专业 的 本 科 生 、 研 究 生 讲 授 “ 凸 分 析 ? 课 程 ， 经 过 多 次 雯 
学 实践 , 将 所 编 讲义 加 以 修改 .整理 和 补充 而 编 成 目前 这 本 书 ， 它 
的 主要 内 容 包括 凸 集 的 结构 , 凸 函 数 的 运算 . 迷 续 性 ,可 微 性 , 凸 函 
数 的 Fenchel 形式 的 对 偶 理 论 ， 不 等 式 理论 ， 约 束 极 介 问题 及 
Lagrange 乘 子 理论 等 .考虑 到 最 优化 理论 的 某 些 发 展 趋势 ， 最 后 
用 一 章 讨 论 了 广义 凸 函 数 研 究 中 的 一 些 进 展 . 

阅读 本 书 要 求 具 备 线 狂 代数 ,解析 几何 , 实 分析 、 泛 函 分 析 初 
步 及 点 集 拓 扑 方面 的 知识 。 当 然 , 从 纯 数 学 的 观点 看 ,本 书 中 的 一 
部 分 材料 是 比较 初等 的 ， 这 主要 是 考虑 到 为 了 使 需要 运筹 学 知识 
的 经 济 工作 者 、 工 程 技术 人 员 及 其 他 非 数学 工作 者 也 能 学 懂 大 部 
分 内 容 。 

考 卡 到 四 分 析 的 应 用 和 和 叙述 的 简洁 性 ， 本 书 的 讨论 只 限制 在 
% 维 欧 氏 空间 ,虽然 很 多 结果 在 无 穷 维 抽象 空间 中 仍然 是 正确 的 ， 


es 1 。 


本 书 不 包括 一 般 极 值 问题 和 最 优 控 制 问 题 的 讨论 ， 也 不 涉及 属于 
凸 分 析 范 畴 的 不 动 点 理论 ， 及 凸 多 值 喘 射 理论 ， 

在 形成 本 书 的 过 程 中 得 到 王 戎 清 教 授 的 帮助 和 成 都 科技 大 学 
应 用 数学 系 运筹 与 控制 教研 室 各 位 老师 的 支持 ， 得 到 上 海 交 通 大 
学 应 用 数学 系 胡 镜 达 教授 的 热情 指导 ， 在 此 一 并 表示 感谢 。 本 书 
的 部 分 内 容 参 考 了 Rockafellar R. T. 蔷 ¢Convex anaM9sis» 及 
ITiueHsndHBl BH. 著 《BoinyKnoii QHGLNG uu gkcTDeMaNbHUE 


3a0auu» 两 书 。 由 于 水 平 有 限 , 书 中 雇 误 之 处 效 请 批评 指正 ， 
刘 光 中 


于 成 都 科技 大 学 应 用 数学 系 
1988 年 12 月 
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第 一 章 凸 集 


$ 1 基本 概念 与 记号 


本 书 中 所 指 的 数 都 是 实数 ,表示 实数 系 ," 表示 维 实 向 
量 空间 , R&R" 中 的 元 素 用 z= (后 …，5) 来 表示 ， 其 中 所 表示 
的 第 i 个 分 量 ， 为 了 方便 有 时 也 将 x € R" 看 成 空间 中 的 一 点， 
6 二 (0,.……,0) 代 表 零 向 量 , 它 对 应 毕 标 原点 ， 

7 之 0 表示 5 之 0,1 二 1,"…*,n， 

Z 天 0 表示 至 少 存在 一 个 康夫 0。 

7 二 9 表示 5; 二 0,1 二 1,'…,n。 

设 w= (861 64) ,YY 二 《Th 70) , 则 

THY= (G+ Ent1a). 

cr=(C61,"**,0581) ,其 中 cER. 

4 一 y 表示 ,6 二 ,i 二 1 ,nN, 

用 《zw,y) 表 示 zy 的 内 积 ， 定 义 为 ， 

《m,n +t + Erin (1) 

具有 这 种 内 积 的 向 量 空间 称 为 % 维 欧 儿 里 德 (Euclid) 空 间 ， 
仍 用 E" 表示 ,简称 % 维 欧 氏 空间 ， 

五 " 中 的 向 量 x 的 欧 氏 模 (或 长 度 ) 定义 为 ， 

|z| 一 4z ,2>2， (2) 


即 |z| = (Ee 显然 , |x| 之 0; 当 且 仅 当 x=9 时 ,|z|=0. 
i=1 


设 x,yE RR", 定 义 z,y 的 距离 24(z,y) 为 ， 
d(s,y)=|2—y|, (3) 
设 xzE R",SC ER", 定 义 * 和 集合 5 的 距离 4(zx,5) 是 : 
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d(7,S)=infrtlz 一 yiyES}， (4) 
定理 1.1 对 于 距离 44z,y)， 下 面 的 结论 成 立 ， 
1) d(x,y) 之 0; 当 且 仅 当 %*==y 时 ,ad (x,y) 二 0. 
2) d(x,2)Ed(r,y) +ad(y,?2), 
3) d(xz,y)=d(y, 7x). 
4) d(x,y+2)=d(r—Yy,2). 
5) 当 4 宇 0 时 ,ad(4r,4y)= Ad(x,y), 


证 明 略 ， 

定理 1.2 ”对 于 欧 氏 模 , 下面 的 结论 成 立 ， 

1) 1《x,y>》| 志 |zx|ly]，(Cauchy 不 等 式 ) (5) 
2) [z+y| 志 Iz|+ |y1.。 (三 角形 不 等 式 ) (6) 


证 明 1) 如 果 Y=0，(5) 式 的 结论 显然 成 立 , 所 以 可 设 y 天 
0， 对 于 每 个 数 上 ,有 


r+iy, w+tty = 2 +2tr, y+ EY ,YYy>. (7) 
(7) 式 右边 是 关于 上 上 的 二 次 式 , 当 
0》 
{Th yy 


时 达到 极 小 值 .将 如 代入 (7) 得 


[Kz,y> 1 

[yl 
即 [Cz ,ylz lly |’, 
这 和 (5) 式 是 等 价 的 . 

2)《z+y zy 一 《887 十 242，Y> 十 YY>， 
由 (5) 式 得 

lz+yl’S lrl?+2lz||y| + lyl:= (|z| + |y1)’, (8) 

这 和 (6) 式 是 等 从 的. 

注 1) 从 证 明 过 程 知 道 (5) 式 中 等 号 成 立 等 价 于 |z +toy| ==0， 
即 x 十 toy 二 9， 所 以 当 y 隆 9 时 ，|《<z,y>|=1x|1y| 的 充分 必要 
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0 委 1x 二 ty 一 17| 一 


条 件 是 + 是 y 的 数量 傍 数 .如 果 《(z，y= 1x|1y| 则 zx 是 y 的 非 负 
数量 倍数 〈 反 过 来 结论 也 成 立 )， 
2) y 关 9 时 ,(6) 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 + 是 y 的 
非 负数 量 倍数 ， 
BR" 中 线性 无 关 的 ”个 元 素 的 集合 {51，,… ,5。} 称 为 R" 的 一 
组 基 ， 如 果 这 个 基 还 满足 
1 ji=j, 
<oo>-| jl 
0 i)， 
则 称 它 是 正 交 基 ， 单 位 坐标 向 量 
ei=(1,0,...,0), 
es=(0,1,.*°,0), 


es=(0,0,...,1), 
构成 R" 的 标准 正 交 基 . 显然 ,对 每 一 个 z= (5&1,'*',6n)， 
有 


一 Déiei, (9) 
1 一 1 


例如 ，z 一 (2, 一 1,3) 一 26el: 一 ez 十 36:， 
车 用 同一 个 符号 4 表示 m x % 实 征 阵 和 相应 的 从 RR* 到 R” 
的 线性 变换 , x 一 > 4x， 用 4* 表示 4 的 转 置 矩 阵 和 相应 的 从 RE” 
到 B” 的 伴随 线性 变换 , 则 对 于 任意 的 zw€ R", y*€ R"， 恒等式 
Aw,y*)=<r, A*y*) (10) 
成 立 . (表示 向 量 时 ,符号 “* ”没有 运算 意义 ， 为 遵守 矩阵 乘法 规 
则 ,全 部 向 量 均 为 列 向 量 ) . 
设 2,y1E R",w1 关 Y1, 集 合 
{x|s=(1—i) rty,tE R} (11) 
称 为 过 x, 和 y 的 直线 ， 如 果 设 z=yi 一 和:, 则 该 直线 亦 可 表示 
为 


{zs|z=z+iz,t€ BR}. (12) 
连结 几 1 和 yy1 的 线段 定义 为 集合 
ziyi= {x2= (vit ty,t EL0,1]}. (13) 


和 如果 1 一 去 , 则 ;表示 连结 1 和 y 的 线段 的 中 点 ,t= 二 ， 一 


忆 分 别 对 应 该 线段 的 两 个 三 等 分 点 (图 1). 


~ 
(ts) 
(= 一 J) 
晤 1 

§ 2 RR" 中 的 仿 射 结构 

这 一 节 氢 述 BR" 中 的 仿 射 理论 的 主要 结果 ， 为 了 使 叙述 更 加 
自然 ,首先 列 出 EB" 中 线性 结构 的 一 些 基本 结论 。 从 这 些 结果 以 
及 后 面 将 要 讨论 的 8" 中 的 凸 结构 ,我们 就 可 以 认 识 它们 之 间 的 
必然 联系 了 .因为 我 们 已 经 假定 读者 熟悉 线性 代数 的 有 关内 容 ， 
故 大 多 数 定理 的 证 明 均 略 去 . 

1。R" 中 的 线性 结构 . 

定义 2.1 设 LCR", 如 果 对 于 YX,yEI,4,,4,€E 忆 , 均 有 
45+AzyEL, 则 称 工 是 R* 中 的 子 空间 . 

设 x ,，… ,7X 是 "中 的 向 量 ,4,,.… 4,ER, 形 如 2 二 A%i 十 
二 47; 的 向 量 4 称 为 + ,，… ,XY; 的 线性 组 合 。 所 以 定义 2.1 
表示 子 空间 工 中 的 两 个 向 量 的 任意 线性 组 合 属于 K。 事实 上 ,下 
面 的 结果 成 立 . 
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定理 2.1 设 LCR", 则 工 是 R" 中 的 子 空 间 的 等 价 条 件 是 
工 的 元 素 的 任意 线性 组 合 仍 属于 工 . 

证 明 略 . 

从 线性 代数 知道 , R" 中 的 子 空间 族 的 交 是 子 空间 ， 所 以 ,对 
于 BR" 中 的 任意 集合 对 ,存在 包含 必 的 最 小 子 空间 , 这 个 子 空间 就 
是 包含 下 的 全 体 子 空间 的 交 ， 我 们 称 这 个 子 空间 是 由 开张 成 的 子 
空间 ,或 由 双生 成 的 子 空间 ,或 江 的 线性 包 , 用 span 有 表示 、 

定理 2.2 设 MCR", 则 span 是 NY 的 向 量 的 爹 体 线性 组 
合 构 成 的 集合 . 

证 明 赂 ， 

定义 2.2 设 {x1,……,%z} 是 BR" 中 的 向 量 组 , 4 …，4rE 
中 ,如 果 仅 当 4 和 = 一 和 =0 有 时 ,有 

4101 十 十 0005 一 0 
则 称 向 量 组 {z:，… 和 ,路 线 手 无 关 , 不 是 线性 无 关 的 向 量 组 称 为 线 
性 相关 . 

向 量 组 的 线性 无 关 性 等 价 于 这 个 向 量 组 的 任何 一 个 向 量 均 不 
是 向 量 组 其 他 向 量 的 线性 组 合 ， 如 果 某 一 个 向 量 ” 表示 成 向 量 组 
{z…… 7 的 线性 组 合 的 形式 ， 即 yz 一 40+…… +A0， 则 当 
且 仅 当 x1,… ,zs 线性 无 关 时 ,系数 1,……,4* 可 以 单 值 地 确 
定 . 

设 工 是 8 中 的 子 空间 ，{z1,，… ,2y} 是 BR" 中 的 一 个 线性 
无 关 向 量 组 .如 果 工 二 span {2 ,Yo}, 则 称 {z wzp} 是 工 
的 一 组 基 ， 工 可 以 有 无 穷 多 个 基 , 构 成 工 的 基 的 向 量 组 中 的 元 素 
并 不 是 唯一 的 ,但 其 向 量 的 个 数 是 相同 的 ， 工 的 维 数 dim 过 等 于 
二 前 基 的 元 素 的 个 数 ， 

设 MCR",dim(span 开 ) 王 2, 则 存在 属于 歼 的 向 量 组 成 的 线 
性 无 关 组 {x1,*…,%,} , 即 span 存在 由 必 的 向量 组 {zi 7 
组 成 的 基 ， 所 以 下 面 的 定理 成 立 ， 


理 2.3 设 MCR"， 则 在 必 中 存在 线性 无 关 的 向 量 组 
{zi，… ;zo} ,使 由 形 如 开 2.1; 的 线性 组 合 的 全 体 构成 的 集合 
1 


就 是 spai . 
这 个 结论 表明 ， 为 了 得 到 span MY, 只 要 取 允 中 国定 的 线性 汛 
关 向 量 yz:，……，,Y， 的 全 体 线性 组 合 就 可 以 了 .此 外 , span MY 中 每 
一 个 向 量 都 可 以 唯一 地 表示 成 *，…，,zy 的 线性 组 合 的 形式 . 
定义 2.3 如果 由 B" 中 的 子 空间 工 到 BR" 中 的 映射 4 保持 
线性 组 合 , 即 


4 这 2)- 写 44 (1) 
i i=1 


其 中 wi:€E 工 ,4;€ ,i 一 1, ,Pp, 则 称 4 是 线性 变换 ， 

称 由 五" 中 的 子 空间 工 到 ER” 中 的 子 空间 上; 上 的 一 对 一 线 
性 变换 为 线性 同 构 , 如 果 存 在 工 ; 到 工 上 的 线性 同 构 , 则 二 和 工 : 
称 为 同 构 的 子 空间 ， 可 以 证 明 , 当 且 仅 当 两 个 子 空间 维 数 相 同时 ， 
这 两 个 子 空 间 线 性 同 构 . 

2，R" 中 的 仿 射 结构 

如 图 2 ,在 R? 中 ,过 原点 的 直线 民 是 RR? 中 的 子 空间 ,不 过 
原点 的 直线 7: 则 不 是 子 空间 ,但 它 与 平行 ,是 /: 的 平移 。 由 子 
空间 平移 而 形成 的 这 类 集合 将 是 现在 研究 的 对 象 . 

定义 2.4 设 CER"， 如 果 对 于 Yrx, YE 了 , AERR, 均 有 
(1 一 4)zx 十 4y€ 有 AH, 则 称 必 是 R" 中 的 仿 射 集 . 

有 了 时 也 称 仿 射 集 为 “ 仿 射 流 形 ”“ 仿 射 徐 ”、“ 线 性 流 形 ” 等 . 

从 定义 2.4 可 以 看 出 ,通过 仿 射 集 必 中 任意 两 点 的 直线 仍然 
包含 在 履 中 . 

例 1 空 集 儿 和 空间 E" 都 是 仿 射 集 , R" 中 的 点 , 直 线 和 平 
面 都 是 仿 射 集 , 
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图 2 


设 21 gp 是 ER” 中 的 向 量 , 4,,…… ,4 是 妃 中 满足 > ,4， 
1 


=1 的 元 素 ， 称 形 如 z=M4iz:+…'+Mozp 的 向 量 z 蚌 zi 
xz 的 仿 射 组 合 。 所 以 定义 2.4 表示 , 仿 射 集 开 中 两 个 向 量 的 任意 
仿 射 组 合 仍然 属于 M。， 事实 上 ,下 面 的 结果 成 立 ， 

定理 2.4 设 MC E", 则 MM 是 五 " 中 的 仿 射 集 的 等 价 条 件 是 
MM 的 元 素 的 任意 仿 射 组 合 仍 然 属 于 双 ， 

证 明 略 . . 

容易 证 明 , R" 中 的 仿 射 集 族 的 交 仍 是 羽 * 中 的 仿 射 集 ， 所 
以 ,对 于 下 "中 的 任意 集合 好 ,存在 着 包含 歼 的 最 小 仿 射 集 ， 这 个 
仿 射 集 就 是 包含 戏 的 全 体 仿 射 集 的 交 。 我 们 称 这 个 仿 射 集 是 由 必 
张 成 的 仿 射 集 ,或 由 必 生 成 的 仿 射 集 ,或 履 的 仿 射 包 ， 用 affW 表 
直 。 

例 2 如 图 3 ,MM 是 BR: 中 的 线段 ,Hi、 Hi 是 总 中 的 平面 ， 
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在 i、H: 的 交 线 上 ,affM 就 是 万 、 女 : 的 交 线 。 


定理 2.5 设 MCR", 则 aff M 是 的 向 量 的 全 体 仿 射 组 


合 构成 的 集合 . 

证 明 留 给 读者 ， 

定义 2.5 设 {xw1,'…,xp} 是 R" 中 的 向 量 组 , 4 …， 4 是 
五 中 满足 4 二 + 4 一 0 的 元 素 , 如 果 仅 当 1:=…… 一 4?=0 时 ， 
有 Avit+.'*+Asrs=0, 


则 称 向 量 组 {x,，，…*%9} 仿 射 无 关 ; 不 是 仿 射 无 关 的 向 量 组 称 为 
仿 射 相关 的 ， 
网 量 组 的 优 射 无 关 性 等 价 于 这 个 向 量 组 的 任 一 向 量 都 不 是 其 
他 向 量 的 仿 射 组 合 , 如 果 某 一 个 向 量 z 表 示 成 向 量 组 {zl，……，,z?} 
的 仿 射 组 合 的 形式 ， 即 y =41g1 十 :… 十 os，Mi 二 十 思 一 ]， 
4.EBR, j=1,…*,pP， 则 当 且 仅 当 rz ，zy 仿 射 无 关 时 , 系数 
4 可 以 单 值 地 确定 ， 
定理 2.6 设 向 量 组 {41,… ,3s,}CR", 则 {zi,，*,2,} 仿 射 
无 关 的 等 价 条 件 是 每 一 组 由 p 一 1 个 向 量 构 成 的 向 量 组 
{mi Ti Wi Ti ti} 
i=1,'**,p 
线性 无 关 ， 
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证 明 留 给 读者 ， 

从 定理 2.6 可 知 ,与 线性 无 关 有 联系 的 所 有 事实 都 可 以 应 用 
于 仿 射 无 关 ， 例如 , R" 中 的 任意 p+1 个 仿 射 无 关 的 点 的 集合 可 
以 扩张 成 %+1 个 仿 射 无 关 的 点 的 集合 ;等 等 ， 

定理 2.7 RR" 中 多 于 %+1 个 不 同 向 量 所 组 成 的 向 量 组 必 仿 
射 相关 ， 

证 明 留 给 读者 ， 

设 形 是 R" 中 的 仿 射 集 ,{z， yz 是 歼 中 仿 射 无 关 的 向 量 
组 . 如果 下 =aff{z xz 小, 则 称 {z ,zo} 是 ML 的 仿 射 基 . 
相似 地 定义 歼 的 维 数 dim W 等 于 下 的 仿 射 基 的 元 素 的 个 数 减 1 
所 以 , 当 且 仅 当 天 的 仿 射 基 的 元 素 个 数 为 了 时 ,dim = 2p 一 1. 当 
且 仅 当 p=dimM +1l 时, 开 的 2 个 仿 射 无 闫 的 向量 zi，……，,z 组 
成 它 的 仿 射 基 ， 

当 开 = 包 时 , 令 dimM = 一 1. 一 个 点 构成 的 仿 射 集 是 零 维 仿 
射 集 ， 直 线 是 一 维 仿 射 集 ,因为 直线 上 不 同 的 两 个 点 zi .zs 的 集 
合 仿 射 无 关 , 故 aff {x1,x2} 的 维 数 等 于 1, 而 aff{z1,w2} 正 是 过 
Zz1、W; 的 直线 ， 

设 MC R",dim(affM)==p 一 1, 则 存在 属于 履 的 向 量 组 成 的 
仿 射 无 关 组 {w,，，…,w,} , 即 在 affM 中 存在 由 以 的 向 量 zi …，,z， 
组 成 的 仿 射 基 . 所 以 下 面 的 结论 成 立 ， 

定理 2.8 设 C R", 则 在 MM 中 存在 仿 射 无 关 的 向 量 组 {z，， 


…， 2,} ,使 形 如 2 ix; 的 仿 射 组 合 的 全 体 构成 的 集合 就 是 


aff M, 其 中 D4=1,AER,i=1,'**,p。 
i=1 


这 个 结论 表明 ,为 了 得 到 aff ,只 要 取 必 中 国定 的 仿 射 无 关 
向 量 Tiss Typ 的 金 体 仿 射 组 合 就 可 以 了 ， 此 外 ， aff M 中 每 一 
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个 向 量 都 可 以 唯一 地 表示 成 z:，… ,zs 的 仿 射 组 合 的 形式 ， 
定义 2.6 如 果 由 ”中 的 仿 射 集 肥 到 ”中 的 映射 全 保持 
仿 射 组 合 ， 即 


7( 宇 4 -二 26) | (2) 


其 中 本 4=1, 和 4E ,i 一 1，.…，p, 则 称 J 是 仿 射 变换 . 如 果 汉 一 


1, 则 仿 射 变换 克也 称 为 仿 射 函数 ， 

可 以 证 明 , 如 果 了 是 仿 射 变换 ,到 是 R" 中 的 仿 射 集 , 则 TM = 
tw|lzE MM} 是 RB” 中 的 念 射 集 . 特别 地 , 仿 射 变换 保持 仿 射 包 ， 
即 

aff (TM)=T(aff M). (3) 

也 可 以 证 明 , 仿 射 变换 将 线段 变 为 线段 ， 平 行 线 变 为 平行 线 ， 
两 平行 线段 的 长 度 之 比 不 因 仿 射 变换 而 改变 . 

定理 2.8 仿 射 变换 是 形 如 Yz=4z+a 的 映射 了 ,其 中 4 是 
从 BE" 到 "的 线性 变换 ,4 € RB". 

证 明 设 人 是 仿 射 变换 , 令 a=-7T0, 47 一 Tx- 一 a, 容 易 验 证 4 
是 从 R" 到 ER” 的 线性 变换 ， 

反之 , 设 4 是 从 R" 到 BR" 的 线性 变换 ,Tz = 4z +a ， 于 是 对 
于 Yzx,yE R",AE ,有 

TL(1—A)z+Ahy]=(1—A)Ar+AAy +a 
=(1—A4)Ax+(1—A)a 
+A4Ay+ ha 
一 (1 一 4) 了 二 ATY、 
所 以 下 是 仿 射 变换 。 量 

定理 2.10 设 {v0;z1 ,21} 和 {v6,21,，…'z5} 是 BR* 中 的 

两 个 仿 射 无 关 集 , 则 存在 从 RE" 到 其 自身 的 一 对 一 仿 射 变换 了 ,使 
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Tz 二 v1 ,i 二 0,1,.… ,PpP， 如 果 7p 一 n, 则 TT 是 唯一 的 ， 

证 明 将 已 知 仿 射 无 关 集 扩大 就 可 以 将 问题 归结 为 p=n 的 
情形 , 故 不 妨 设 pn ,由 线性 代数 的 有 关 结 果 可 知 ,存在 唯一 的 从 
R" 到 自身 的 一 对 一 线性 变换 4, 使 4(zi~-zo) 一 zi 一 V6,i 二 1， 
0 如 果 设 a 二 zo 一 4z0, 则 使 Tx 二 4x+a 的 映射 全 即 为 所 求 
的 仿 射 变换 TT . 儿 

推论 2.10.1 设 用, 和 以 ; 是 RE" 中 维 数 相同 的 两 个 仿 射 
集 , 则 存在 从 "到 其 自身 的 一 对 一 仿 射 变换 了 ,使 了 = 于， 

证 明 任意 2 维 仿 射 集 可 以 表示 成 p+1 个 仿 射 无 关 点 的 集 
合 的 仿 射 包 ， 而 仿 射 变换 保持 仿 射 包 , 和 

称 由 仿 射 集 戏 , 到 仿 射 集 上 的 一 对 - 仿 射 变 换 为 仿 射 同 
构 ， 如 果 存 在 由 歼 ; 到 导 ;, 上 的 仿 射 同 构 , 则 称 用 , 和 以 ,是 仿 射 
同 构 的 仿 射 集 . 由 上 述 定 理 可 知 ， 当 且 仅 当 两 个 仿 射 集 维 数 相同 
时 ,它们 仿 射 同 构 。 任 何 同 构 的 仿 射 集 也 是 同 胚 的 ， 即 保持 拓扑 
结构 。 所 有 的 p 维 仿 射 集 揽 都 与 一 个 具体 的 pb 维 仿 射 集 R? 仿 射 
同 构 . 换言之 ,不 仅 在 仿 射 意义 上 ,而 且 在 拓扑 意义 上 可 以 把 政和 
RR? 视 为 “等 同 * 的 集合 ,同时 ,可 以 将 路 的 任意 指定 点 和 8? 的 任意 

3。 仿 射 集 与 子 空间 的 关系 

定理 2.11 A" 中 的 子 空间 是 包含 原 点 的 仿 射 集 . 反之 , 包 
含 原 点 的 仿 射 集 是 子 空间 ， 

证 明 每 一 个 子 空间 包含 原点 . 且 对 加 法 和 数 乘 运算 封闭 , 因 
而 是 仿 射 集 . 

反之 , 设 邓 是 包含 原点 的 仿 射 集 . 对 于 vxE 以 ，4E 有 R, 由 定 
义 2.4, 有 

AT=(1--A)0+ArEM, 
即 寻 对 数 乘 运 算 封 闭 . 对 于 yz,yEM, 有 
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1 二 二 _ 工 
到 (7 二 9 一 2 z+(1 于 jyE 


故 s+y=2| (s+y) |EM. 


即 必 对 加 法 运算 封闭， 所 以 NL 是 子 空间 . 

定义 2.7 设 愉 CR",a€E R", 集合 

M+a={r+alx€E M} 

称 为 有 平移 a 的 集合 ， 

仿 射 集 的 平移 仍然 是 仿 射 集 ， 如 果 Mi，M: 都 是 仿 射 集 ,a EE 
B", 且 2 = 2 + a, 则 称 仿 射 集 Mi 平行 于 仿 射 集 MK 

定理 2.12 每 一 个 非 空 仿 射 集 开 平行 于 唯一 的 子 空间 厂 ,其 
中 

L=M-—-M={z—y|r€EM,yEM}, (4) 

证 明 首先 证 明 汉 不 能 平行 于 两 个 不 同 的 子 空间 ， 设 有 子 空 
间 工 和 工 ;平行 于 以, 则 上, 和 工 ; 彼此 平行 , 因而 存在 一 个 a, 使 
IL,= 二 Lt+9. 而 9€EL;i, 故 一 a€Ei, 从 而 a€EILi. 所 以 LDL+4a= 
工 ; ,类 位 可 证 了 :2 也,， 所 以 Li=L,. 

再 证 明 及 平行 于 .对 于 YYy EE 用 ， 仿 射 集 M 一 y= 和 M+ (一 y) 
是 对 的 平移 , 且 包 含 原点 。 由 定理 2.11 及 上 面 证 明 的 , 它 是 平行 
于 寻 的 唯一 子 空间 .这 个 子 空 间 与 y 的 选择 无 关 , 即 对 于 VyE MH， 
了 三 到 一 y .所 以 这 个 子 空间 可 以 表示 成 LD= MM 一族. 

4。 超 平面 

定义 2.8 ER" 中 的 % 一 1 维 仿 射 集 称 为 超 平 面 . 

在 同 分 析 中 , 超 平面 是 一 个 非常 重要 的 概念 , 它 是 R? 中 平面 
的 概念 在 BR" 中 的 推广 . 

下 面 利用 正 交 性 推导 超 平 面 的 表示 法 .我 们 知道 ,x,y》=0 
表示 YY .已 知 R" 的 子 空间 工 , 对 于 VYyEL, 使 *1 上 LC( 即 zy) 
的 向 量 4 的 集合 , 称 为 工 的 正 交 补 空间 ,用 工 +: 表 示 ， 当 然 有 
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dimL +dimLi=n, 
且 (27)+= 工 ,如 果 #1,…… ,zs 是 工 的 基 , 则 x 上 工 笑 价 于 xz 上 zi， 
… ,ZX 上 上 ws; 特别 地 , RR" 的 ”一 1 维 子 空间 是 一 个 一 维 子 空间 的 正 
交 补 ， 这 个 子 空间 是 由 一 个 非 零 向 量 5 为 基 张 成 的 (唯一 到 一 个 
非 零 数量 因子 ). 所 以 % 一 1 维 子 空间 是 形 如 {xz14 45} 的 集合 ,其 
中 5 关 9, 由 定理 2.12, 超 平面 是 这 些 集合 的 平移 而 
{trilo}+a={r+all(s ,50)=0} 
={ylCy—a,6) =0} 
. ={y|Cy,0)=a}, 
其 中 a=《a,5》. 只 要 4ERR,4 去 0, 又 有 
| {y1Cy,6)=a}={y|C4y,5) =Aa}. 
综 上 述 ， 得 
定理 2.13 已 知 a€ 有 R, 非 零 向 量 5E BR", 则 集合 
H(b,a)={zICr ,50)=a} (5) 
是 五 " 中 的 一 个 超 平面 ,并 且 每 一 个 超 平面 都 可 以 用 这 种 方法 通 
过 5 和 a 表示 .在 准确 到 一 个 非 零 数量 因子 时， 这 个 表示 法 是 唯 
一 的 。 
定理 2.13 中 的 向 量 b 称 为 超 平面 8(5,a) 的 法 线 , 而 H(b， 
a ) 的 其 他 法 线 是 由 5 乘 以 正 或 负数 因子 而 得 到 的 .每 一 个 超 平面 
都 有 “两 侧 ? 正 好 形象 地 说 明了 这 个 事实 。 

如 果 aj 关 as, 则 超 平 面 万 (8,ci) 平 行 于 超 平面 互 (5,az)。 如 
果 a==0, 则 玉 (5,0) 包 含 原点 ,因而 是 一 个 % 一 1 维 的 子 空间 . 

例 3 在 R' 中 求 包含 ej,e1+2e2、es 十 3es、 es+4 6 四 点 的 
超 平面 及. 

解 ” 每 一 个 x EH 必须 满足 (x,5》=a, 其 中 的 5.a 正 是 所 要 
求 的 . 设 了 =(51,62,569,51) ， 依 次 取 一 ez 一 el 十 2 ez 一 es 十 
3 es, 作 二 23 十 4@4 分 别 与 5 作 内 积 得 

a=(e.,0)=&, Qa=(ei+2 e2,0)=é,+2 6,, 
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CQ 一 《ez 十 3 es,0) E+ 3 6, 
Qa=les+4deb)=E 十 4 
解 上 述 关 于 E1,62, C3, 64 的 线性 方程 组 ,得 


e a a 
1 T0650,63 3 色 一 ， 


为 方便 计 , 取 a =6, 最 后 得 
H={s=(21,%2, 73, 4) |671 + 27s+ 74 =6}. 

RK" 中 的 子 空间 可 以 用 "元 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 合 表示 . 
相应 地 ,下 面 的 定理 说 明 R" 中 的 仿 射 集 可 以 用 元 线性 方程 组 
的 解 集合 表示 . 

定理 2.14 设 b5€E R",B 是 m xz 矩阵, 则 集合 

M=1{r€E R"|Bz =0} (C6) 
是 "中 的 一 个 仿 射 集 , 且 每 一 个 仿 射 集 均 可 用 这 种 方式 表示 ， 
证 明 设 rEM,yEM,AER,z=(1 一 人)x++Ay. 则 
Bz=(1—A)Br+ABy=(1—A4)b+Ab=b. 
即 z€E MM. 由 定义 2.4, 到 是 仿 射 集 . 

设 歼 是 R" 中 的 非 空 仿 射 真子 集 ， 工 是 平行 于 池 的 子 空间 ， 

v1,"* ,vm 是 上 +: 的 基 , 则 


研一 (ZL={zlzLo vl wn} 
={z|C#,£)=0,0=1,...,m} 
={z|Br=0}, 


其 中 互 是 其 行 分 别 为 x1,-… ,zn 的 m xn 算 阵 ， 因 为 由 平行 于 
工 , 则 存在 一 个 aE€ R", 使 
M=L+a={r|B(z—a)=0}={¢|Bzx=0}, 
其 中 5= Ba. 
设 及 =R", 这 时 取 B 为 mx 零 矩 阵 , 2 一 09， 上面 的 结论 显 
然 成 立 ， 
设 潜 = 名 , 取 BB 为 m x n 零 矩阵 ,5 了 9, 上 面 的 结论 同样 成 六 
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§ 3 症 集 


这 一 节 引入 凸 集 的 概念 并 研究 它 的 一 系 列 性 质 .， 在 8 2 已 经 
看 到 ,线性 概念 和 仿 射 概念 之 间 完 全 是 相似 的 ， 在 凸 性 概念 中 , 相 
似 性 仍然 存在 ， 但 已 不 再 是 完全 的 而 仅仅 是 部 分 相似 而 已 ， 

1。 定义 和 基本 性 质 

定义 3.1 设 CC .如 果 对 于 vy,yEC.0 委 4 乏 1 有 (一 
4)x+4yEC, 则 称 C 是 凸 集 ， 

从 定义 可 知 , 凸 集 的 特点 是 如 果 它 包含 任意 两 个 不 同 点 %、y， 
它 必 然 也 包含 *.y 之 间 的 线段 , 见 图 4 。 


关于 :的 星 形 集 
屿 入 


例 1 仿 射 集 是 凸 集 ,但 是 号 集 不 一 定 是 仿 射 集 ， 例 如 ,RR 
中 的 实心 球 、 正 六 面体 是 凸 集 而 不 是 仿 射 集 . 

例 2 空 集 @ ,R",R" 中 的 子 空间 是 山 集 , 

例 3 超 平面 卫 (b,a) 一 {zx1《x,b) 二 a} 是 同 集 . 

例 4 对 于 任意 非 零 向 量 bE R" 及 a€ 情 , 超 平面 8H(5,0)= 
{z1《z,5)=Q} 将 R" 分 成 两 个 闲 半 空间 K,(5,a)={x1(x,5) 才 a} 
入,(b,a)={x1《w,b) 之 a}， 而 集合 K1(b,a)={z|1《(z,5)<a} 
和 天 xb,c)={zlkz,p>>a} 称 为 相应 的 开 半 空间 ， 容 易 验 证 
财 . 开 半空 间 都 是 凸 集 , 见 图 5， 
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例 5 设 xz,ER",6>0， 集合 B 一 {x||z 一 x,|<<6) 称 为 以 x。 
为 球 心 .6 为 半径 的 开 球 ,容易 验证 B 是 凸 集 . 

定义 3.2 设 CCR",xE0O， 如果 对 于 VyEC ,0141, 
有 (1 一 4)z 二 4y E0, 则 称 C 是 关于 x 的 星 形 集 ， 见 图 4. 

由 定义 3.1, 定 义 3.2 知 , R" 中 的 集合 C 是 凸 集 的 等 价 撕 件 是 
它 是 关于 0 的 每 一 点 的 星 形 集 ， 事 实 上 ,对 于 任意 集合 C0，,C 是 
关于 某 些 点 的 星 形 集 的 那些 点 集 的 全 体 总 是 C 的 凸 子 集 ， 下 面 
的 定义 和 定理 表述 了 这 个 事实 ， 

定义 3.3 设 CCR",vyEC,0 和 1 过 1、 称 满足 (1 一 4) x+ 
4yE 0 的 全 体 E C 的 集合 为 C 的 核 , 记 为 K. 

定理 3.1 设 * 、.Y、* 是 R" 中 三 个 不 同 的 点 ,wy 表示 连结 
z 、Y 的 线段 ,4 E zy 天 z,Y 天 y， 如 果 56 2 则 存在 wE 
“zy, 使 WETW, 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 以 设 z 一 9， 因为 WExY ,外 关 4 六 
y,vEzW , 则 存在 实数 A(0<4<1) 和 a(0<a<1) 司 w=Ay, v= 
(1 一 qa)wu +4z。 容 易 验 证 


C 4(1 一 a) 


“一 TI 】 yE2Y， 


QT+ACLI 一 ca) 
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2 
zE0C 
AR CA 
y . 
Z 一 0 一 4 zEK .i v a4EEK 


图 6 - 图 7 
且 [a+4(1 一 a)]w=v, 因 而 v€ zw， 见 图 6. | 


定理 3.2 设 CCR*， 则 C 的 核 玉 是 凸 集 ， 

证 明 设 +*、yEK,z 关 y ,w=(1 一 a)x+ay,0<a<1, 由 定 
交 3.3 知 ,wEC, 现 要 证 明 wEK.，( 见 图 7). 

设 '2EC. 如 果 *=z 或 zs=y, 则 xzCO; 如 果 sz 且 z 尖 y， 
令 YeE %z， 由 定理 3.1, 存 在 一 点 WE zy ,使 ?Exw， 因 为 y E 
KK,zEC, 有 wEO. 已 知 XEK, 故 vE0C， 因 而 对 每 一 个 2EC， 
有 wz CC， 从 而 得 出 4EK，K 是 册 集 . 1 

定理 3.3 设 了 是 任意 指标 集 ,YiE 了 ,集合 0 是 R" 中 的 山 
集 , 则 C = 站 "是 B" 中 的 凸 集 ， 


证 明 如 果 C 是 空 集 或 仅 包 含 一 个 点 ， 结 论 显然 成 立 。 
设 z.yEC, 则 对 于 YicT,z.yECi. 有 
(1 一 人 w+AYyECO0 委 414 委 ]1， 
故 (1 一 A)z+AyEC,0 达 4<<1. 所 以 C 是 山 集 , 9 
推论 3.3.1 设 1 是 可 数 指标 集 ,YiE 17, 集合 C, 是 凸 集 , 则 


集合 门 0: 是 凸 集 . 


证 明 留 给 读者 . 
推论 3.3.2 设 I 是 任意 指标 集 , b.E Rh”, a,€ BR, iE€J， 
* 17 +。 


则 集合 C;= {z1kz,p 委 ci 的 交 是 目 集 ,ET 
证 明 因为 0; 是 闭 半空 间 , 再 利用 定理 3.3 即 可 得 证 . | 
如 果 将 推论 3.3.2 中 定义 某 些 0; 的 “过 ” 换 为 < 宇 ”、“<<*、“>” 
或 “=”, 结 论 仍然 成 立 ， 所 以 联 立 线性 不 等 式 和 方程 组 的 解 集合 
是 十 集 ， 这 个 事实 在 极 值 问题 中 起 着 重要 的 作用 . 
下面 叙述 凸 组 合 的 概念 . 
定义 3.4 设 z,…,7Xm 是 BR" 中 不 同 的 点 ,4, 之 0,1 二 1,，…， 


m, 2 A,=1. 则 7 二 2 4w; 称 为 Vis ,Yam 的 凸 组 合 ， 
t i=1 


由 定义 3.4 可 知 , 凸 集 的 定义 3.1 表示 凸 集 是 “其 中 任意 两 点 
的 凸 组 合 仍 属 于 它 ? 的 集合 . 

例 6 设 圆周 S ={z 一 (91 皇 二 到 = 03} , 则 羽 : 中 的 圆 C = 

tt 一 ( 人 0)| 拓 +7<a 内 每 一 点 都 是 8 的 某 两 点 的 凸 组 合 . 
例 7 RE? 中 以 不 共 线 的 三 点 x=(50,10) ,41 一 (51, 四 ) ;二 
《52,72) 为 顶点 的 三 角形 上 每 一 点 都 是 三 个 顶点 的 屿 组 合 。 首先 ， 
2 三 角形 每 条 边 上 的 点 都 是 两 个 顶 
点 的 山 组 合 ， 当 然 也 是 三 个 顶点 
的 三 组 合 。 其 次 , 三 角形 中 每 一 
zs 点 &= (71) 是 ya 和 zy 的 对 边 上 
的 点 x*,= (5,7s) 的 凸 组 合 (图 
8) ,而 %: 是 wo 和 2: 的 凸 组 合 ,所 
2 2 以 可 以 将 % 表示 为 三 个 顶点 的 凸 
图 8 组 合 ， 即 存在 3 ,1€E ,0 之 8 所 1， 


v=(1~—t)[(1—s)ro t+ sw] 二 tizZs 
=AXot A TAT,, 


其 中 Ao 二 (1 一 引 (1 一 8),4 二 (1 一 8,4,=t。 显然 Ao, ,4; 均 韭 


。 18。 _ 


仙 , 且 Ao 十 4 十 4, 二 1, 

在 定义 3.1 中 , 凸 集 是 用 两 个 点 的 凸 组 合 来 定义 的 , 其 实 , 也 
可 以 通过 任意 有 限 个 点 的 号 组 合 来 定义 凸 集 ， 下面 的 定理 说 明了 
这 个 事实 . 

定理 3.4 ”RR" 中 的 集合 C 是 凸 集 的 充分 必 要 条 件 是 它 包含 
它 的 元 素 的 所 有 凸 组 合 . 

证 明 设 CC 瓦 "是 凸 集 , 下 面 对 元 素 个 数字 用 归纳 法 证 明 C 
包含 其 元 素 的 全 部 是 组 会 。，m ==1 时 结论 显然 成 立 ，m =2 时 ,由 
定义 3.1, 结 论 也 成 立 ， 设 结论 在 m 三 衣 时 成 立 ,要 证 明 对 于 ,之 


天 十 1 天 十 1 


0, 7 一 1 十 1， > ,=1 ziEOC 时 ,二 > AiEO, 
i=1 +=1 


不 失 一 般 性 , 设 4;>0， 则 1 一 人 x+1 = 2 4:>0. 由 归 纳 假 设 


4 4 EO, (1) 
+1 


YA 


因为 半分 一 一 1, 故 由 定义 3.1, 有 


t=(1—ADY + ArrTa El. (2) 

反之 , 设 C 的 元 素 的 全 部 凸 组 合 仍 包含 在 C 中 .特别 地 , C 的 
任意 两 个 元 素 +; 和 x: 的 山 组 合 也 是 C 的 元 素 ,所 以 C 是 山 集 . 8 

2. 凸 包 及 其 表示 定理 

根据 定理 3.3 ,任意 多 个 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 , 所 以 对 于 任意 集 
合 SCR", 存 在 包含 S 的 最 小 凸 集 ,这 个 凸 集 就 是 包含 S 的 所 有 
凸 集 的 交 ， 

定义 3.5 设 SCER", 则 包含 5 的 所 有 凸 集 的 交 称 为 5 的 由 
包 , 或 由 5S 张 成 的 凸 集 ,或 由 8 生成 的 凸 集 , 用 co8 表示 。 

由 定理 3.3 可 知 ,co5 是 包含 5 的 唯一 最 小 凸 集 , 


e JJ9 。 


定理 3.5 设 SCR", 则 co8 由 3 的 点 的 全 部 凸 组 合 构成 . 

证 明 ”因为 cogS 是 凸 集 , 旦 SCeoS , 故 由 定理 3.4,S 的 点 
的 全 部 凸 组 合 也 属于 co8。 车 设 S 的 点 的 耳 组 合 的 集合 为 C, 则 
OCeoN, 

下 面 证 明 集合 C 是 凸 集 ， 任 取 Y=421 二 十 4n2m EC， 
y=Wyit 二 hryr EOC, 其 中 jy;ES,i=1, ,Mm j=l ， 


7 Mi2>0, 4 之 0; 2 4 二 1, 2 一 1， 当 0 魏 ) 乏 1 时， 
i=1 j=1 ~ 


(1—A)r FAYy=(1—A)Ar+t T+(1—A)Anrn 
+ ALY t+ Aryr, (3) 
而 (1 一 人) 和 二 十 (1 一 和 和) 十 4 十 一 十 4s 二 1, 所 以 (1 一 A)zw 
+ Ay 仍然 是 3 的 点 的 凸 组 合 , 故 C 是 凸 集 . 
因为 SCC ,co5 是 包含 5 的 最 小 凸 集 , 故 coSCC， 所 以 
co5 的 点 是 5 的 点 的 是 组 合 . 此 
推论 3.5.1 有 "中 的 有 限 子 集 {3;,… ,bm} 的 点 包 由 形 如 
hi0 + 十 Anbnm 的 向 量 构 成 其 中 4. 之 0, i 二 1，，*…*, In， 


.=1. 
i=1 

证 明 从 42;1,…,5。} 中 选 出 的 点 的 每 一 个 山 组 合 都 可 以 表 
示 成 51,-… ,bw 的 凸 组 合 ,， 

定理 3.5 说 明 & 的 凸 包 coS 中 的 点 是 3 的 有限 多 个 点 的 贞 
组 合 ,但 没有 对 构成 这 个 凸 组合 所 需要 $ 的 点 的 个 数 给 出 任何 限 
制 .实际 上 ,对 于 RE" 中 的 集合 S ,只 需要 5S 的 至 多 n+1 个 点 的 
同 组 合 就 可 以 表示 coS 中 的 点 .下 面 的 Caratheodory 定理 证 明了 
这 个 事实 ， 这 个 定理 在 1907 年 首先 被 Caratheodory 证 明 , 是 凸 
分 析 中 晤 重要 的 定理 之 一 ， 

定理 3.6 (Caratheodory 定理 ) 设 SCR", 则 co 的 点 可 


ee 20 。 


以 表示 成 5 的 至 多 n+1 个 点 的 山 组 合 , 即 对 于 YxEco8 ,可 以 找 


到 p11 rnt+1, 使 
i=l 


YY 二 Tv. (4) 
1 一 


证 明 由 定理 3.5, 只 要 证 明生 2&+1 即 可 ， 取 形 如 (4) 式 的 
点 ， 下 面 证 明 , 如 果 7 之 n+1, 则 (4) 式 右边 非 零 加 项 可 以 减少 ， 

不 妨 设 4,>0,i= 二 1,'**' ,7,7 之 n+1. 取 n+1 维 向 量 (2;,1)， 
i=1,.… ,7r。 因 为 向 量 组 向 量 的 个 数 ">>2+ 1， 它 们 线性 相关 ， 
故 存在 不 全 为 零 的 数 ci 一 1，……，7 ,使 


oix:=0, 6) 


》 ,ai 一 0。 《6) 
由 (6) ,ci 中 一定 存在 正 数 ， 设 
ca=min| 人 lc>oi=1 
A , 
显然 ,至 少 有 一 个 记 , 使 so 一己， 则 对 于 i=1,.…,7, 有 
4;=A:—200: 之 0。 (7) 


在 ;一 2 时 ,元 ,=0. 
由 (5)、(6) 知 


他 ? ba 
Aimi= 2) MXi 一 2o ai2i 一 2 
j=1 


i=1 i=1l 
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所 以 z 仍然 可 以 表示 成 (4) 式 的 形式 , 且 减 少 了 至 少 一 项 (4) 式 中 
的 非 零 项 ， 直 到 过” -+1 为 止 , 均 可 用 同样 的 方式 继续 进行 。 所 
以 定理 的 结论 正确 .| 

在 定理 3.6 的 证 明 中 ,如 果 (4) 式 的 ?个 向 量 x*1,，…… ,zw; 仿 射 
相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 a,,.… ,a; ,使 (5)、(6) 两 式 也 成 立 , 于 
是 4 的 形 如 (4) 式 的 表述 式 至 少 可 以 减少 一 个 非 零 项 ， 所 以 SC 
忌 " 的 凸 包 coS 可 以 由 3 中 的 仿 射 无 关 元 素 的 全 部 辆 组 合 构 成 . 
为 了 作出 凸 包 co5 ,不 一 定 要 取 83 中 点 的 全 部 凸 组 合 ,而 只 要 作坊 
中 所 有 仿 射 无 关 点 集 的 全 部 凸 组 合 就 可 以 了 ， 但 是 应 当 注 意 ， 与 
82 中 spanS 和 aff5 不 同 的 是 ,这 里 5 中 任何 一 组 固 定 的 仿 射 无 
关 点 集 都 不 足以 构成 co ,而 是 需要 5 的 所 有 仿 射 无 关 点 集 的 全 
部 凸 组 合 ， 从 以 上 说 明 ， 又 可 以 得 出 定理 3.6 的 一 个 更 精确 的 形 
式 ， 

定理 3.6′ 设 SCR',dim(affS)=7, 则 coS 的 点 可 以 表示 
成 5S 的 至 多 7 二 1 个 点 的 凸 组合， 

例 8 设 z,,z;,x; 是 :中 不 基线 的 三 点 ，% 是 以 V1, Vo, Ts 
为 顶点 的 三 角形 中 的 一 点 , 则 >z 可 以 表示 为 viyyayzs 的 凸 组 合 ， 
但 它 不 是 xi,zys,ys 中 任意 两 点 的 凸 组 合 ， 

例 8 说 明 在 一 般 情况 下 ， 定 理 3.6 中 凸 组 合 所 需 元 素 个 数 不 
能 减少 . 

推论 3.6.1 设 {C;C "|iET} 是 山 集 族 , I 是 任意 指标 集 ， 


C= cof U 0) : 则 C 的 每 一 点 可 以 表示 成 属于 不 同 0; 的 至 多 
i€EIT 
n+1 个 仿 射 无 关 点 的 凸 组 合 . 
证 明 根据 定理 3,6 人 ,每 一 个 sEC 可 以 表示 成 [|] C: 中 a +1 
i€I 


个 仿 射 无 关 点 zoyzi… 2 的 凸 组 合 ,z 一 和 ozo 十 Mi 十 二 
Nswa， 这 里 4&=dim(CaffC) 科 2 在 这 个 凸 组 合 中 ,系数 为 0 的 点 
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可 以 消去 ;如 果 具 有 非 零 系数 的 两 点 属于 同一 个 Cj, 例如 #6 和 %,， 
令 


4 
= 不 了 了 刻 i ry OP 


则 可 将 对 应 的 两 项 合 代 为 (46 二 1)y, 生 7 和 x, ,Xs 仍然 仿 射 
无 其。 所 以 关于 xz 的 凸 组 合 的 表达 式 中 心 可 以 属于 不 同 的 凸 
集 . | 

下 面 的 定理 是 BE，Helly 在 1913 年 提出 并 证 明 的 . 

定理 3.7(Helly 定理 ) 设 C ,COy 是 BR" 中 的 凸 集 族 , 入 
之 Rn 了 1。 如 果 这 个 族 的 每 一 个 由 n+1 个 凸 集 组 成 的 子 族 的 交 非 


空 , 则 站 C2. 
i=1 


证 明 利用 归纳 法 证 明 ，AN =n +1 时 结论 显然 成 立 ， 假 设 
N>>n+1 时 , 对 于 满足 定理 条 件 的 入 一 1 个 号 集 构成 的 吓 集 族 结 
论 成 立 。 要 证 明 满足 定理 条 件 的 W 个 凸 集 组 成 的 凸 集 族 结论 也 成 
由 归纳 假设 ,对 于 每 一 个 ;=1，……，N 存在 点 zx 一 (，， 
Er ) ,满足 xz0 天 CO 但 zepEOiJ 1 NJ 天 i 
研究 包含 入 个 未 知 数 4， … ,4y 的 n+1 个 方程 的 线性 方程 
组 ， 
[Eb 
~ (8) 
En 


因为 六 >>?2 +1;, 故 (8) 式 有 非 零 解 ， 用 4,,,…,4,;; 表示 这 个 解 中 
非 负 的 4i( 由 (8) 式 的 第 n+1 个 方程 知 至 少 有 一 个 4 大 于 零 )， 和 ， 
” 4 表示 负 的 4 设 


。233 。 


y 一 (yi Yn) 
其 中 


天 四 
y= hs /Th (9) 


?= 7 一 1 

即 y 是 2050，…%9 的 凸 组 合 ， 要 证 明 yEC 一 1 和, 即 
y 是 丸 个 山 集 的 公共 点 . 

因为 jj 时 ,#5 EOC;,j 一 1 和 Nj 隆 jr， 故 当 j 关 记 ， 
Cl 
… ,2 的 四 组 合 , 所 以 YECs,I 王 1 :Nj 尖 j ,js 即 y 
EC VEO, 

另 一 方面 ,利用 (8) 式 的 第 ?+1 个 方程 将 (9) 改 写成 . 


Nk Pind 
yh A), ln (10) 
一] #=1 
于 是 y 也 是 #2 ,… ,gz07-*) 的 呈 组 合 。 类 似 可 以 证 明 yE 0;,， 
,YE0， 综 上 述 ,yE0i,i=1,.…, 入 ， 门 0@B， 定 理 结 
i=1 


论 成 立 . | 

倒 9 如 图 9 的 四 个 集合 ， 
其 中 每 三 个 集合 均 有 非 空 的 交 
集 , 但 四 个 集合 的 交 是 空 集 ， 究 
其 原因 ,是 C, 不 是 凸 集 ， 这 个 例 
子 说 明定 理 3.7 中 所 有 集合 均 是 
山 集 的 条 件 是 不 可 少 的 ， 

例 10 在 如 中 的 三 角形 ， 
每 两 边 均 有 公共 点 , 但 三 条 边 却 
没有 公共 点 ， 这 说 明定 理 3.7 中 
图 ? 要 求 每 &+1 个 集合 的 交 非 空 这 
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个 条 件 中 ,集合 的 个 数 %+1 是 不 能 减少 的 . 

注 1 我 们 是 彼此 独立 地 证 明定 理 3.6 和 定理 3.7 的 ， 应当 
指出 的 是 ,Caratheodory 定理 和 Helly 定理 的 关系 是 很 帘 切 的 ,由 
一 个 定理 可 以 推出 另 一 个 定理 ， 参 见 文献 [15], 

注 2 定理 3.6 和 定理 3.7? 都 可 以 推广 到 无 界 山 集 ， 和 参见 文 
献 [29]， 

注 3 山 集 的 很 多 性 质 在 无 穷 维 的 Banach 空 间 中 也 是 正确 
的 ,但 Helly 定理 只 在 有 限 维 空间 中 成 立 ， 

”3. 单纯 形 

下 面 介 绍 单纯 形 的 概念 , 它 是 一 类 特殊 的 凸 集 , 以 后 还 要 详细 
地 研究 它 ， 

定义 3.6 设 RE" 中 的 点 集 {aoya，…,an} 仿 射 无 关 ， 称 
cofao,91，"… ,Am} 为 m 维 单纯 形 ,用 S"(aoal an) 表示 .ao， 
01,"… ,qn 称 为 单纯 形 的 顶点 . 

当 m 二 0,1,2,3 时 ,单纯 形 分 别 是 点 ,线段 ,三 角形 .四 面体 ,而 
?中 的 平行 四 边 形 不 是 单纯 形 , .| 

定义 3.7 设 CCR" 是 凸 集 ,zoEC. 如 果 x。, 具 有 性 质 ， 医 
存在 zx,yEC ,使 zoExy ， 则 必 有 x 一 y 二 xo， 就 称 x。 为 C 的 极 

例 11 况 的 圆周 上 的 任意 一 点 .三 角形 的 顶点 都 分 别 是 相应 
凸 集 的 极点 ， 

定理 3.8 40,41,'… ,amn 是 nm 维 单纯 形 Sm"(@0,a1, ,an) 

证 明 设 对 于 某 个 ,RE {0,1,，，',m}, 存在 +,y ES” (ao， 
0Q1 "4m) 0<4<1 ,满足 

G1=(1—A)z+Ay, (11) 
由 定理 3,3,z7= yaiaiy ai 疡 0， 并 cj=Uy= 交 bia;, Pi>0, 
i=0 i=0 


i=0 


。 25 。 


2 Bi=1， 故 (11) 式 变 成 


i=0 


a Ea 418:]or. (12) 


i=0 


考虑 到 关 [(1 一 4)a,+48,]==1,(12) 式 又 可 写成 
i=0 


> [1—A)at+ APl(a—a,)=0, (13) 


2 [1~—4)a+ 4B](a—ao) 


+ [于 5G 一 e+ 146,] } (oo 一 co) 一 9。 (14) 


但 a 一 Qo，,… ,an 一 Qo 线性 无 关 , 故 i 二 时 
(1—A)a;+4p8;=0, 
而 40,1 一 4>0,a; 宇 0,B; 之 0, 故 i 关 k 时 
a;=Pi=0, 

从 而 ;二 B=1， 最 后 得 到 z= 二 y=a;. 上 

推论 3.8.1 设 S"(aoyar am} 二 Sm"(bo,51,',bm)， 则 
{ao al an) 一 {DoD ,bn}. 

证 明 留 给 读者 . 

由 定理 3.5, 单 纯 形 S"(ao cl， … ,an) 中 的 点 * 可 以 表示 成 
其 顶点 ao ai，……an 的 凸 组 合 。 甚 实 , 这 个 表示 法 也 是 唯一 的 ， 
事实 上 ， 如 果 


j= aigi = pias. (15) 
i=0 


ie0 
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其 中 Qi, Pi0,1=0,1,...,m, a= p=1. 如 果 设 A 二 
i=0 i=0 


一 Bi=0,1,…, 黄 ， 则 有 开 4; 二 0， 因为 半生 =0, 加 = 
i=0 


i=0 

一 《i 十 于: 十 4) ;所 以 Aa 一 Q0) 二 :十 An(am 一 40) 二 9. 但 aj 
一 00 4n 一 00 线性 无 关 , 故 4: 王 … = 人 三 0, 于 是 4o=0. 最 后 
得 到 a;==pB;,i=0,1,.…,m。 于 是 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 3.9 设 S"(a0,al,，… ,Qnm) 是 R" 中 的 mn 维 单纯 形 ， 则 
S (co,a mn) 中 的 每 一 点 都 可 以 唯一 地 表示 成 它 的 顶点 的 
凸 组 合 ， 

进一步 还 可 以 证 明 下 面 的 事实 ， 

定理 3.10 设 0C=S”(ao,qi,'*'*,Qm);%EaffC。 则 存在 2 


ER,i=0,1,...,m, D4=1, 使 += hai， 且 这 个 表示 式 是 
i=0 i=0 


唯一 的 , 
证 明 设 >xEaffC. 由 定理 2.5, 存 在 和 EC 一 1 R，20i 
EB, w=1, 使 t= dwt, 另 一 方面 ,由 定理 3.9， vi= 2 
i=1 1 一 1 4 一 0 


mm 


aiG;,i 二 1 "kkR, 其 中 Qi; 这 0,7= 二 0,1,*… ,Mm, > ai 一 1。 所 以 
有 


z= Tw Deo, = (Powe ja (16) 


容易 验证 》， > wiQi;=1, 如 果 令 并 wa 二 4;， 则 有 
i=1 


#1=0 i=1 
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| j= Ya,. 
定理 的 第 一 部 分 结论 得 证 ， 
再 证 唯一 性 ， 设 


+= 24,0,, 2 4,=1,4,E R,j=0,1,...,m, 
3=0 


= 一 和 


5 一 2 io 2 i=1,4; ER,Ij=0,1,.*°,m, 


i=0 j=0 


则 


> (4 一 上 (ai 一 00) 一 0 
i=1 


但 ci 一 ao，…: ,Gm 一 Qo 线性 无 关 ， 所 以 4;—Hy=0,)=1,*** 


从 而 有 


4 一 Ar，j 一 1 7。 


(17) 


(18) 


(19) 


EL 


(20) 


而 46=1 一 4,=1 一 冲 4=J1o， 所 以 xz 的 表示 式 是 唯一 的 ,8 
| 了 一 


到 现在 为 止 , 读 者 可 能 已 经 发 现 , 有 关子 空间 、 仿 射 集 的 许多 
概念 和 结果 与 凸 集中 的 许多 概念 和 结果 从 形式 上 都 有 相似 之 处 . 
但 是 对 于 凸 集 , 基 , 仿 射 基 已 不 再 有 对 应 的 概念 了 .一 般 的 凸 集 的 
点 可 以 表示 成 其 仿 射 无 关 的 点 集 的 是 组合， 但 是 正如 定理 3.6 后 
面 所 作 的 说 明 ， 这 些 仿 射 无 关 集 的 元 素 不 是 国定 的 。 对 于 一 类 特 
殊 的 巴 集 一 一 单纯 形 ， 由 于 它 的 点 可 以 唯一 地 表示 成 其 顶点 的 凸 
组 合 ， 而 它 的 仿 射 包 中 的 点 也 可 以 唯一 地 表示 成 其 顶点 的 仿 射 组 
合 , 所 以 我 们 可 以 认为 单纯 形 县 有"“ 凸 性 基 ” ,这 个 “ 凸 性 基 ? 就 是 它 
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的 顶点 集 。 下 面 的 定理 说 明 单纯 形 是 唯一 具有 上 述 意义 的 “ 凸 性 
基 " 的 凸 集 ， 

定理 3.11 设 有 ={z1)… ,zm}CR",X1,…… ,Xn 仿 射 相关 ， 
则 在 让 中 可 以 找到 子 集 江 ,及 2, 满 吓人 MI 站 == 名 ,MU M;= AH， 
且 coM,NecoM,#@. 

证 明 由 x1,… ,zn 的 仿 射 相关 性 ,存在 不 全 为 0 的 实数 1， 


MX 满足 ? ,4;=0, 且 
ie1 


2 4xr=0., (21) 
i=1 


设 I={1. ,mm} ,T={iE1T14.>0}, 1={i€EITIAS0, M,= 
{x iET}), Mi={xi1iET2} 显然 六 和 也 . 
人 zx- 民 党 ,其 中 1 一 工 和 因为 对 -人 -1,4>0,iE1 
所 以 xEcoM,， 另 一 方面 ,由 (21) 又 有 
z= Dw, (22) 


ET 

其 中 4= (4)>0. 同样 ,x EcoM，. 所 以 zy 是 coMico3f， 
的 公共 点 , 即 coMmcoM :天 打量 

推论 3.11.1 设 下 ={z，…za}CR ,72>2+2。 则 在 允 
中 可 以 找到 子 集 Mh :满足 Mi MB, MUM:,=M, 且 coM, 
NcoM, 多. 

证 明 留 给 读者 . 

定义 3.8 设 CC R", 则 称 aff C 的 维 数 是 C 的 维 数 , 即 dimC 
=dim(aff CO)。 

根据 以 上 定义 ,不 管 所 在 的 空间 维 数 如 何 , 圆 盘 总 是 2 维 的 三 
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集 ， 而 线段 总 是 一 维 凸 集 . 
定理 3.12 设 4=S (aoai，…an), 则 dim 4=m, 
证 明 设 zEaff 4, 由 定理 3.10 证明 中 的 (16) 式 ,有 
sa = (Dw omad), (23) 
i=0 \ i=l 
L={z—aolrz Eaff A} =span{a—ao,. ,an—ao}. 
但 a4; 一 qo,，… ,am 一 Qo 线性 无 关 , 所 以 dim4=dim(aff 4)==dimL 
=m. | 
定理 3.13 设 CC R",ao,a1,'…,as 线性 无 关 ,aiE C，i= 
0,1…………,R， 则 dim CO 之 k, 
证 明 留 给 读者 . 
定理 3.14 设 C 是 RE" 中 的 西 集 ,-o 是 包含 在 C 中 的 全 体 单 
纯 形 族 ， 则 dimn C=max{fdim 4|14E or)}. 
证 明 和 如果 C= 名 ,结论 明显 成 立 ， 
设 C 关 如. 因为 dim4 是 不 超过 7% 的 正 整数 , 故 在 -ef 中 可 以 找 
到 一 个 单纯 形 4'=S"(ao,a， ,an), 使 
dim A’~=max{dim A| AE .wx }. 
现在 证 明 CCaff4'. 任 取 an+rEC,anri 和 4 ， 设 这 样 的 an+i 总 
存在 ,因为 反之 则 有 C= 4’ ,结论 已 经 成 立 . 
因为 C 是 凸 集 , 故 cofao,41,…,an,anti}CO。 由 4/ 的 结 
构 ，co{ao,a1 ,aQmam+ij} 不 是 单纯 形 ，4a1 一 40;:…* ,Qn 一 40， 
am+1 一 Qo 线性 相关 ,而 41 一 96,… ,94m 一 46 线性 无 关 , 故 存在 不 全 
为 零 的 负 ,… ,4m, 使 


n+ 一 0 一 2 Mai 一 ago)， (24) 
i=1 


Qnmt+i = > Aia; 十 (= > A )ar Eaff A’, 
一 


f=1 
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由 Gmt1 的 任意 性 ,得 
A’COCaff A’, 


dim A’<dim C<dim(aff A)=dim 4’, 
故 有 
dim C=dim 4/=maxfdim A| AE .x}.} 
4. 代数 运算 
由 定义 2.7 知 ， 册 集 C 平 移 a 是 指 集合 
C+a={x+alrxEOC,a€E R"}. (25) 
定义 3.9 设 C 是 五 "中 的 凸 集 ,4>>0, 称 
AC={Ax|xEC} (26) 
为 C 数 乘 4 
容易 证 明 ,C +a 和 4C 都 是 凸 集 . 
定义 3.10 设 C,C: 是 五 "中 的 凸 集 , 称 


Cit+Cs= {r+ ws) rE OO, rE Cs} 


为 01,C; 之 和 . 
定理 3.15 设 C,，C: 是 R" 中 的 凸 集 ， 则 C + Cs 也 是 凸 
集 . 
证 明 留 给 读者 . 
根据 定义 ， 集合 CO 的 凸 性 意味 着 
(1—~A)C+ACCO,0ZAZI. 
当然 , 从 后 面 的 定理 3.16 可 以 看 出 , C 为 凸 集 时 等 号 成 立 。 

当 CC … On 是 凸 集 ,4 ，……,4n 之 0 时 ,由 定 理 3 ,15 可知 C= 
4iCi + 十 mnCan 也 是 凸 集 。 为 了 方便 ， 当 2 4 一 1 时 ， 也 称 C 
为 C,，… ,Cu 的 凸 组 合 . 

下 面 讨论 凸 集 的 加 法 和 数 乘 的 代数 运算 法 则 。 我 们 知道 , 即 
使 没有 凸 性 的 条 件 , 下 面 的 结论 也 是 成 立 的 ， 
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Ci+C0s=0s+ OO 
(C1+Cs)+Os=01+(0,+ 0,), 
MAO)=AA0, AD>0 AD0， 
A(Oi+02)=AC,+ 40,.,4>0. 


定理 3.16 设 C 是 凸 集 , 人 之 0,4: 之 0, 则 
(hth)C= NC+A0., 《27) 
证 明 当 包 = 入 = 二 0 时 ,结论 显然 成 立 ， 设 4 + 4:>>0, 容易 证 
明 , 在 没有 同性 限制 时 ,关系 “CC” 
总 是 成 立 的 
由 C 的 凸 性 知 ， 
TC + 区 
利用 ?2 + 4 的 乘法 ,有 
ACTAOCC(A+A)C, (28) 
次 关系 “ 刁 * 成 立 . 上 
容易 证 明 , 满足 定理 3.16 的 
分 配 律 实 际 等 价 于 集合 的 凸 性 ， 
在 图 10 中 ,C 不 是 凸 集 ,zi 二 + 
图 10 zs 不 包含 在 2 C 中 ,这 个 反例 说 
明 在 定理 3.16 中 ,C 是 凸 集 的 条 件 是 必 不 可 少 的 ， 
设 0 和 C: 是 巡 " 中 的 两 个 凸 集 , 则 存在 一 个 既 在 C: 中 也 在 C: 
中 的 最 大 凸 集 ,这 个 凸 集 是 Ci 人 Cs。 也 存在 既 包 含 0; 也 包含 C2 
的 最 小 凸 集 ,这 个 凸 集 是 co(C1UC;)， 对 于 凸 集 族 {C,|i€E7},1 
是 指标 集 ,同样 的 结论 也 是 成 立 的 . 
定理 3.17 设 1C,|i€E7T} 是 RR" 中 的 非 空 号 集 族 , IT 是 指标 集 。 


CCO, 


令 0=eo( 届 0). 则 0=U{[ 对 2.C,], 基 中 并 的 运算 是 全 部 有 
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阴 凸 组 合 的 并 , 即 满足 4; 宇 0 的 系数 中 ,只 有 有 限 个 非 零 ， 且 亏 4 


一 ]， 
证 明 根据 定理 3.5,C 是 所 有 四 组 合 Y 一 [yi 十 十 有 ny 


的 集合 ,其 中 y;,……, yn 属于 jc。 上 面 的 凸 组 合 中 的 向 量 应 
i€EI 


属于 不 同 的 C;, 因 为 零 向 量 可 以 不 计 入 西 组 合 , 而 如 果 两 个 系数 
为 正 的 向 量 属于 同一 个 C;, 则 如 推论 3.6,1 的 证 明 一 样 , 可 以 将 相 
应 的 两 项 化 为 一 项 ， 所 以 C 是 形 如 4&1Ci,+… + Un Ci 的 有 限 凸 


组 合 的 并 ,其 中 iin 各 不 相同 , 且 》 4;,=1， 4 之 0， { 一 1， 


i=l 


…,m.1 

定义 3.11 设 4 是 从 R" 到 五 "的 线性 变换 , CCR",DC 
五 ". 称 40={A4r|jzEC} 是 在 4 中 0 的 象 ,4-1D={z|ArxED} 
是 在 4 中 DD 的 逆 象 (4-1D 并 不 表明 逆 线 性 变换 作 为 一 个 单 值 映 
射 而 存在 ). 

定理 3.18 设 4 是 从 RB" 到 ER" 的 线性 变换 ,0C,D 分 别 是 R"， 
忌 " 中 的 凸 子 集 ， 则 4C ,4-!1D 分 别 是 BR”", RR" 中 的 上山 集 . 

证 明 留 给 读者 ， 

推论 3.18.1 上 刁 集 C 在 子 空间 L 上 的 正 交 投影 是 一 个 凸 
集 . 

证 明 工 上 的 正 交 投影 映射 是 线性 变换 ， 它 使 每 一 个 对 应 

唯一 的 y, 且 (z 一 y) 上 工 ,， 量 

对 于 线性 方程 组 4z=y,4 是 四 xx 矩阵 ,zyERnyERRn， 
如 果 DCR”,yED, 则 它 的 解 zE 4-1D， 当 y 在 西 集 刀 上 变化 
时 , 47x =y 的 解 集 构 成 一 个 凸 集 4-1D.， 

定义 3.12 设 CCER",D 二 RR”"， 称 
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COD={r=(y,z)ly EEC,z:ED} 
为 R"*” 中 C 和 DD 的 直 和 |. 
定理 3.19 设 C,D 分 别 是 RB" 和 8B” 中 的 是 集 ， 则 CD 是 
"ti" 中 的 巧 集 ， 
证 明 贸 给 读者 . 
定理 3.20 设 C,,C: 是 ER"t? 中 的 凸 集 , 令 
C={(y,2)]y ER",2E RI,(y,4) EC (Yy,22) EOC2,21+ 22=2}, 
则 C 是 R"+? 中 的 凸 集 。 
证 明 设 (9 ,20EC, 其 中 (ys)EC (YL 21) EC,, zl+ 
2 二 2 (YEC, 其 中 (y2 2 人 EO(y2 3)EC，2 + 他 一 22。 
对 于 0 委 4 委 1, 由 CC: 的 凸 性 ,有 
《1 一 4)(Cy2 ,21) + A(Yy,27)=((1—A4)y: 
+Ay?, (1—A)z! + A2a?) EO,, 
(1 一 4)(y ,23)+ ACy?, 22)=((1—4)y! 
十 4y3, (1 一 4)2 + Az2) EC,, 
而 
(一 4)21 十 4 和 2 一 [( 一 4) 寻 十 4z 和 上 +[(1 一 24)21 十 人 2 全 ， 
所 以 对 同一 个 4, 有 
(1—A)(Yy,2)+ACy’, 2)=((1—A4)y! 
~—Ay’, (1—A)z!+Az)EO, 
即 C 是 凸 集 . 


S$ 4 拓扑 性 质 


1. 基本 概念 与 性 质 
实 分 析 中 关于 R” 中 的 开 集 、 闭 集 ,、 闲 包 、 内 点 等 通常 的 拓扑 
概念 和 性 质 在 山 集 中 也 是 适用 的 . 
"中 的 欧式 单位 球 是 集合 ， 
B={z|lzr|<1}={z|a(s,0)<1)}. 
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* 中 中 心 在 oE 玉 "半径 为 e>0 的 球 是 ， 

Bla,e)={x|ad(x,a)<e}={aty|ly|<e}=ateB. 

RR" 中 与 集合 C 的 距离 不 超过 。 的 集合 是 ， 

{zrjayEcC,dq(z,y) 生 引 -=Ufty+TesB lyEC}=0+eB. 

定义 4.1 设 CCR",zcC. 如 果 存 在 一 个 e>0, 使 Ze 及 
CC, 则 称 > 是 C 的 内 点 ,其 中 B 是 单位 球 ，0 的 全 体内 点 的 集 
合 称 为 C 的 内 部 ,用 int C 表示 . 

易 知 

intO={zrl3s>0,vx+eBCO， (1) 

定义 4.2 设 CCR", 如 果 存 在 一 个 点 列 {7,}, xz:EC,k 王 

1 满足 limzx 一 <, 则 称 2 是 0 的 极限 点 ，C 的 全 体 


极限 点 的 集合 称 为 C 的 闲 包 , 用 el C 表 示 . 
易 知 1 
cio=N{C+eBle>0}. (2) 
定理 4.1 设 C 是 "中 的 凸 集 , 则 intC 和 clC 都 是 凸 集 . 
证 明 如 果 intC 和 clC 是 空 集 ， 结论 明显 成 立 ,， 故 可 设 
intC 天 他,c1C 天 人 
设 zzzEintC, 则 由 定义 4.1, 存 在 *>>0,e>>0, 使 
tteBCO,wvterP oC. 
任 取 4,0 委 4 委 1 由 C 的 凸 性 , (1 一 4)x, + 4x;EC。 于 是 有 
(1—A)(xi+eB)i+A(ws + e2B)=(1—A)r + Avs 
+[(1—A)el+ Aes1BCO, (3) 
即 (1 一 4)z+4asEintC， 故 int C 是 凸 集 ， 

设 x1,x:;Ecl10, 由 定义 4.2, 存 在 点 列 {x1:} 和 {%23}, Ys EC， 
i=1,2,R=1, 7 使 imzx x 任 取 4, 0 过 4 志 1, 则 由 
(1 一 4)wi, 47xz; 蕊 CO 得 

《1 一 4)7:+ 4zs 一 lim[(1 一 4)zix+4zsEclC， (4) 
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故 clC 是 凸 集 . 〗 

2。 相 对 内 部 

在 定理 4.1 的 证 明 中 的 实质 性 部 分 ,我 们 有 intC 关 名 的 假定 ， 
但 是 ,对 于 一 般 的 凸 集 C ,并 不 能 保证 intC 关 名 ,例如 在 E? 中 ,三 
角形 是 没有 内 点 的 。 但 是 ,在 由 这 个 三 角形 张 成 的 二 维 仿 射 集 ( 仿 
射 包 ) 中 , 它 确实 包含 有 内 点 ， 下 面 将 要 证 明 , 总 可 以 在 某 种 意义 
下 将 一 个 非 空 凸 集 代入 到 "的 子 空间 中 去 ,使 这 个 凸 集 关于 这 个 
子 空间 具有 内 点 . 

定理 4.2 设 C 是 RR" 中 的 非 空 吓 集 , 则 CC 或 者 有 内 点 , 或 
者 C 包含 在 一 个 维 数 较 低 的 仿 射 集 之 中 ， 

证 明 设 x,EC, 研 究 形 如 7 一 x46 的 向 量 ,其 中 xEC， 由 线性 
代数 的 有 关 定 理 知 ,存在 7% 个 上 述 形式 的 线性 无 关 向 量 

TI Xo Vr— wo, 

分 两 种 情形 讨论 . 

1) 7 二 %n。 这 时 % 个 向 量 x3 一 Xo ,YX 一 Yo 线性 无 关 , 单 纯 
形 S"(zo,z1, ,Xr)CC， 故 只 要 证 明 S"(x。,x,,，，… zs) 具有 内 
点 即 可 ， 下 面 证 明 


T=Aoro t+ Att t+ Anvn Eint Sw, v1 *, Tn), 
其 中 4,>0,1=0,1, ** "nN, > 1;=1， 
t= 


研究 关于 Mist=1, ,Nn 的 线性 方程 组 


ZX 一 和 0 一 ?Xi(zi 一 5o0)， 


i=1 


因为 2 一 20,，…*,%, 一 Xo 线性 无 关 , 这 个 方程 组 具有 连续 依赖 于 zx 
的 唯一 解 A(%),i=1, "nN, 特别 取 v 的 值 为 


=Aovot Avi+ 二 Anta 
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其 中 4.>0,i=0,1,.……， n, Al 故 有 
A(F)=4>0,i=1, ,Nn, 
(5)=1— i>0, 
所 以 对 3 的 某 个 邻 域内 的 金 体 ,有 4.(7)0,1 二 1,，'…',%, 且 
hs)=1— DAs)>0. 
故 对 的 这 个 邻 域内 的 全 体 zx, 有 
1 = EA) nes (see), 


这 表示 形 如 上 述 的 x 是 S"(zo yw，2n) 的 内 点 定理 的 第 一 部 

2) Y<72 ,研究 由 xz; 一 20,1 二 1,.，… ,7 张 成 的 子 空间 X 。 由 如 
一 $6 的 选取 可 知 ,C 一 xoCX", 即 CCxo+ 针 "， 这 里 z。+ 了 "是 7 维 
的 仿 射 集 , 即 C 包 含 在 一 个 "<n 维 的 仿 射 集中 。 定理 的 第 二 部 
分 结论 成 立 . ， 

从 定理 4.2 可 以 看 出 , i) 0 一 x 在 7 维 子 空间 X” 中 包含 内 
点 ,这 可 以 象 证 明 1) 的 情形 一 样 推 证 ，ii) 民 与 ze 及 向 量 ,一 
ze 一 1 7 的 选择 无 关 ， 事实 上 ,包含 C 一 ze 的 任何 子 空 间 
应 包含 向 量 *; 一 zo, 因 而 也 应 包含 X 所 以 "是 包含 C 一 z 的 全 
体 子 空间 的 交 。 如 果 对 于 某 个 zeE C, 子 空间 和 "包含 C 一 *。, 则 它 
也 包含 由 另 一 个 点 #。EC 形成 的 集合 C0 一,。 事 实 上 ， 

TV—Ko—=(r—r0)— (To— ro0), (5) 

而 X "是 子 空间 ,必然 包含 其 中 任意 两 个 向 量 的 差 ,于 是 耻 ” 同时 包 
含 0 一 fo 和 C 一 Fo, 即 人 "与 wx, 的 选择 无 关 。 

定义 4.3 设 C 是 B" 中 的 凸 集 , vxoEC, 包 含 C0 一 xz, 的 全 
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图 11 


体 子 空间 的 交 称 为 C 的 支撑 子 空间 ,用 LinC 表 示 ， 

显然 affC =zo+LinC，affC 是 LinC 平 移 yo 的 集合 , 即 affC 
与 LinC 平 行 ， 

在 几 11 中 ，C 是 吾 " 中 的 一 个 三 角形 ，affC 是 包含 C 的 一 
个 超 平面 ， 而 LinC 则 是 过 原点 与 aff C 平行 的 一 个 超 平面 . 

定义 4.4 设 C 是 豆 " 中 的 凸 集 ，>EC、 如 果 存 在 一 个 ez> 
0 使 (+sB) 门 affCCC (或 等 价 形式 z+LinC 站 ezBCC), 则 
称 z 是 C 的 相对 内 点 , C 的 全 体 相 对 内 点 的 集合 称 为 C 的 相 对 内 
部 ， 用 riC 表示 ， 

从 定义 可 知 ， 将 C 看 成 仿 射 包 aff C 的 子 集 时 就 得 出 相对 内 
部 显然 有 

riCCCCceo., 

集合 cl0O\riC 称 为 0 的 相对 边界 ， 用 rbC 表 示 ， 而 rbC 中 
的 点 称 为 相对 边界 点 ， 因 为 aff C 是 ER" 中 的 闭 集 , 所 以 0 的“ 相 
对 闭 包 ?就 是 C 的 闲 包 , 因 而 C 的 相对 边界 就 是 C 在 aff C 中 的 边 
界 . 
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如 果 riC= 二 C， 称 0 为 相对 开 集 ， 
例 1 在 中 研究 
C={(&,0)|a<é<0}. 
显然 ,intC = 名 。0 的 仿 射 包 是 整个 5 轴 , 故 
riC ={(£,,0)|a<é<b}. 
例 2 研究 
C={zlla,2>=0}, 
Cs= {7|<a, za}. 
显然 ，01COs, 故 clC1Cel0,,intC1Cint0,. 而 riC1=01, ri0;= 
{zl(oyz><a} ,所 以 riCidriC，. 

取 “int” 运 算是 保持 包含 关系 的 , 即 CICC: 时 ， 一 定 有 intC: 
CintC,、 但 例 2 却说 明 , 取 “ri” 运 算是 不 保持 包含 关系 的 ,由 此 可 
以 看 出 ,“ri” 运 算 绝 不 是 “int” 运 算 的 一 个 无 关 紧 要 的 修正 而 已 .下 
面 是 保证 ri0,CriC :成 立 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 4.3 设 CCC:，affC=affC:, 则 fiCCriC，。 

证 明 设 >ErC:， 由 定义 4.4, 存 在 一 个 e>>0, 使 

(Zr+TeB)maffCCC，， 
而 affC 一 affC:, 故 
(r+eB)faffCCOCO,, 
好 weEriC,, 所 以 riC,CriC,. 4 、 

设 C 是 瑟 " 中 的 非 空 凸 集 , 可 以 证 明 ,riC=intC 的 充 要 条 件 
是 intC 天 人 杂 ， 事 实 上 ,如 果 intC 天 他 , 则 affC= 玉 ", 由 riC 的 定义 
可 知 riC 一 intC， 反 过 来 ,由 下 面 的 定理 又 可 推出 , 如 时 riC= 
intC ， 则 intC 天 个 ， 

定理 4.4 设 C 是 五 "中 的 非 空 凸 集 , 则 TiC 关 他 

证 明 设 dimnC = ， 则 在 C 中 存在 7>+1 个 仿 射 无 关 的 向 量 
royv19"'" Wr， 令 


S=co{%0, v1 ts}, 
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则 SS 是 7 维 单纯 形 ,SCC， 但 从 定理 4.2 的 证 明 可 以 看 出 ,3 具 
有 相对 于 aff S 的 非 空 相对 内 部 ， 又 因为 
aff S Caff O, 
日 dim(affS)=r=dim(affC), 所 以 有 
affS 一 affC . 
这 表示 ，4S 具有 相对 于 affC 的 非 空 相对 内 部 。 于 是 由 是 C 的 
子 集 可 知 , C 具 有 相对 于 affC 的 非 空 相对 内 部 , 即 riC 才 名. | 
定理 4.5 设 C 是 下 "中 的 凸 集 ,zEriC,yEclC, 则 (1 一 和) 
+AyEriC, 0 魏 1<1， 
证 明 不 妨 设 dimC =%, 故 riC =int0. 
设 0 委 4<1， 只 要 证 明 对 于 某 个 se 之 0, 有 
(1—A)z+Ay+eBCO (6) 
- 即 可 。 由 YEclC, 故 对 于 每 一 个 : 汪 0,y EC+eB. 于 是 对 于 每 一 
个 es>0， 
(1—A)r+Ay+eBC(I—A)r +A(C+eB)+eB 
=(1 一 1)Fz+el1+24)0 一 人)-1B]+AC， 
但 xz€EintC， 所 以 充分 小 时 ， 
r+e(l+A)(1—4)-1BCO. 
最 后 得 
(1—A)x+Ay+eBCTC(I—A)C+AOCSO, 
故 (6) 式 成 立 . 下 
定理 4.5 是 一 个 很 有 用 的 工具 , 它 在 下 面 几 个 定理 的 证 明 
中 都 起 着 决定 性 的 作用 , 
定理 4.6 设 C 是 吾 "* 中 的 非 空 凸 集 ， 则 zEriC 的 充分 必 
要 条 件 是 对 于 每 一 个 zxEC ,存在 41 使 
(1—H)r 十 有 5EC. 
证 明 ”定理 的 条 件 表示 ,C 中 以 z 作为 端点 的 每 一 条 线段 可 
以 稍微 向 外 延长 而 不 超出 C , 见 图 12， 如 果 zEriC ,由 定义 4.4， 
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所 述 条 件 成 立 ， 
反之 , 设 条 件 满足 ， 由 定理 4.4,riC 关 名 取 zxEriC. 
没 y=(1 一 J)x + 14zEC,4>1. 则 


AAA 一 六 z 十 如 
pd 
pd 
pe 


- 


(0 图 12 
z=(1—A)r+Ay, 0<4=py7<1, 
由 定理 4.5,2EriC, 
容易 证 明 , 当 C 是 由 集 时 ,riC 也 是 凸 集 ， 
对 于 R" 中 的 任意 集合 C， 法 则 
clfclC)=clO， ri(riC)=riC 
总 是 成 立 的 ， 如 果 C 是 凸 集 , 则 还 有 下 述 结 果 ， 
定理 4.7 设 0 是 R" 中 的 是 集 ， 则 
1) clC=cl(eclC)=cl(riC), 
2) riC=ri(clC) =ri(ri0 )， 
3) rbCO=rb(cl0)=rb(riC), 
4) affC =aff(c1C)=aff(riC), 
5) dimC =dim(cl1C) =dim(riC)., 
证 明 如 果 C= 名 ,结论 显然 成 立 ， 故 设 C 翅 狠 ， 
1) 因为 riCCC, 故 clGricJCelC. 


— ~ ~ 


(7) 
(8) 
(9) 


(10) 
(11) 


设 woEcicyyeEO Oo R>co， 如 果 yEriC,， 由 
定理 4.5， (1—Ai)w, + Ary EriC, 得 lim (1— As) writ My = Ko, 
> 
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所 以 ze 是 TiC 的 极限 点 ， 即 xoEcl(riC)， 所 以 clCCel (ri0). 
(7) 式 成 立 ， 

2) 因为 affC 是 闲 集 , 故 有 affC=aff(ecl1C). 但 CCelC ,由 
定理 4.3,riCCri(clC )， 

设 zEri(clC)，YwEriC( 可 以 设 * 夭 >， 否则 结论 平凡 ) ， 研 
究 过 42,z 的 直线 . 令 />1, 当 /一 1 充分 小 时 直线 上 的 点 


y 一 (1 一 4)z 二 2Eri(clC) ， (12) 
于 是 YEclC。 如 果 设 4=4-!<<1， 则 由 定理 4.5， 
2 一 py 二 (1 一 ru 一 4y+(I1 一 4)zxEriC， (13) 
所 以 ri(c10)CriC.，(8) 式 成 立 ， 
3) 因为 
rbC =clO\riO, 


rb(clC)=cl(clC )\ri(clC), 
rb(riC)=cl(riC)\ri(riC). 


故 由 (7)、(8) 式 可 知 ,(9) 式 成 立 . 
4) 在 2) 中 已 经 说 明 , 由 affC 是 闭 集 而 推 知 affC = aff(elC). 
将 上 式 中 的 C 换 为 riC， 利 用 (7) 式 得 
affGiC)=aff(clriC))=aff(clCO) 王 affC. 
故 (I0) 式 成 立 . 
5) 由 定义 3.8 及 (10) 式 得 到 (11) 式 成 立 . 1 
推论 4.7.1 设 C1,0, 是 R" 中 的 屿 集 ,C1CrbO，,. 
则 dimC,<dimC;. 
证 明 设 其 相反 ,dimC, 一 dimC,。 由 定义 3.8,01 应 存 在 相 
对 于 aff 0 的 内 点 .但 riC; 门 0, 一 名 ,这 样 的 内 点 不 可 能 在 cl(riC,) 
二 cl102z 之 中 。 这 与 条 件 CICrbC， 了 矛盾 , 故 dim01<dimO,. 1 
下 面 讨论 在 凸 集 族 上 进行 运算 时 ， 相 对 内 部 的 特性 . 
定理 4.8 设 {C.|iET} 是 BR" 中 的 凸 集 族 , I 是 任意 指标 集 ， 
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[ric 多 , 则 


了 了 


D a( 站 ¢,)= Nace). (14) 
当 了 有 限时 ， 还 有 

2 站 (Linc)=Lin( 站 0,), (15) 

3) ri( NN ¢,)= NN aic,). (16) 


证 明 1) 设 z€ [| (riC,),yE& [| (clC,)， 由 定理 4.5, 对 于 
0 魏 4<1， 有 


(Nr+2ye 门 Gric)， 17) 


令 4>1, 知 y 是 (1 一 和 w+Ay 的 极限 点 , 即 yEcl( 站 (riC,) ). 


iel 


所 以 又 有 


NN cic) cel( N aic) )Cel NM cc Nc), (18) 
1iCE7 1EF i€I 4E7 


所 以 (14) 成 立 . 
在 I 有 限时 ， 不 炉 设 T=1{1,2} ,EriCmnriC:。 
2) 因为 LinC1 沪 C1,LinC; 沪 0s, 则 
LinC,NLinC, D0.NoO,. 
故 有 
LinC,NLinC, DLin(C.NC.,). (19) 
反之 ， 设 YELinCnLinC， 因 为 EtiCimnriC:, 故 对 于 充 
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分 小 的 4 汪 0，4x E01,4xE€0,， 由 此 得 
Ar EC NO,. 
这 表明 AxELin(O1 站 C02), 但 Lin(C, 门 0;) 是 子 空间 ， 而 
XELin(0O1 门 0,), 故 LinC 门 LinCsCLin(0O, 门 0;)， 所 以 (15) 式 
成 立 . 
3) 设 *EriCsmriC:， 则 对 某 个 e 盖 0， 有 
4+LinCmneBCC，z+LinCc meECC:， 


(y+LinCNeB)NCGr + LinC,/ NeB) 
~r»+Lin(O.NC)NeBCO NO,. (20) 
故 $eEriEef 人 NC,), 由 ri(C NC OriC NriC,. 
反之 ,， 设 zEri(0C. 站 MC,). 因 为 6EriC,,i 二 1,2， 则 对 于 0 迄 4 
<<1,42zEriC il12， 故 4zEriCmriC:， 令 1~1， 知 4 是 
riC 站 ricC， 的 极限 点 , 即 zxEelriCmriC:)。， 因 而 有 
ricmnric:Cri(cmec)Celricmric2)， (21) 
所 以 ri(CmnCJCricmnric:。， 故 (16) 成 立 . 上 


在 定理 4.8 中 , [| riC, 了 名 的 假设 以 及 使 (15)、(16) 成 立 的 / 
ET 


有 限 的 假设 都 是 必 不 可 少 的 ， 

例 8 在 天 中 设 01={(&1,62)|&6>0,56>>0}U{(0,0)}， 
0, 是 水 平 轴 , 即 C2={(&1,0)|& EER} 则 riCrmriC:= 人 .ri(C， 
MC) ={(0,0))}, 好 ri NriC,Ari(C. NC,), 又 cl CGC,)= 
{(0,0)}, 而 cl NNclCs={(8,0)|0&6<+00}, 即 clOifNel0s 
cl(C1NN OC). 

例 4 设 c>0. 实 区 间 族 [0，1+ o] 的 交 是 区 间 [0,1]， 而 
ri[0,11=(0,1), 区 间 族 ri[L0.1+c] 的 交 是 (0,.1]， 

推论 4.8.1 设 和 是 到 "中 的 凸 集 ， 开 是 至 少 包含 riC 的 一 
个 点 的 仿 射 集 ， 则 
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ri(MNMNC)=MNMNriC, ci(MMNC)=MNMNeIO. (22) 
证 明 因为 必 是 仿 射 集 ， 所 以 riM = 必 M=cliM， 再 利用 定理 
4.8 中 的 (14)、(16) 即 可 得 证 ,1 
推论 4.8.2 设 C,,C; 是 R" 中 的 是 集 ，CsCcelC,, CamriC， 
沽 名， 则 riC,CtriO,. 
证 明和 留 给 读者 . 
下 面 两 个 定理 是 在 线性 变换 中 闭 包 和 相对 内 部 的 性 质 . 
定理 4.9 设 C 是 五 " 中 的 凸 集 , 4 是 从 RB" 到 ”的 线性 变 
换 ， 则 
ri(4C) 一 4(CriC )， (23) 
cl(4C)D4(clC). (24) 
证 明 〈24) 式 的 成 立 与 C 是 否 为 凸 集 无 关 ， 它 只 是 反映 了 线 
性 变换 的 连续 性 ， 参 考 文献 [38] .下 面 证 明 (23) 式 的 成 立 . 
由 (24) 知 
clA(riC)DA(cHriC)) = A(cIC)DAC ID ACO), (25) 
故 cl(40)==cl(4(riC))， 从 而 有 ( 见 本 童 习题 30) 
ri(AC)=ri(A(riC))C A(riC). 
再 设 z€ 4(riC), 要 证 明 zEri(4C), 设 x 是 40 中 的 任意 
点 ,任意 选择 点 z 'EriC,zx'EO, 使 Az' 二 z,4Ax'=x， 由 定理 4.6， 
存在 一 个 4&>1 ,使 (1--U)z'+As EC. 但 
A[(1—1)z’ +u2’]=(1—u)r +hu2E AC, 
同样 由 定理 4.6,zEri(4C). 于 是 ri(40) 沪 4(ri0), 故 (23) 式 
成 立 , 
推论 4.9.1 设 0C 是 R* 中 的 西 集 ,4E 有 R, 则 
ri(4C) 一 ATriC， 《26 ) 
证 明 在 定理 4.9 中 取 4,z>4z, 即 可 得 证 .| 
设 CCR",CsCR? 是 由 集 ,由 定理 3,19, 有 "+? 中 的 直 和 0 
中 02 满 足下 面 的 关系 ， 
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ri(C: 申 C:)=TricOidricC:， (27) 
cl(C: 中 C:)=cl0i 由 clC:， (28) 
利用 (27)，(28) 式 可 以 得 出 下 面 的 结论 ， 
推论 4.9.2 设 Ci,C: 是 忌 " 中 的 凸 集 ， 则 
Ti(C,+TC)=ricl +riC,, (29) 
cl(C1tC) DeclO, +clC: (30) 
证 明 设 4 是 从 BR” 到 RR" 的 加 法 线性 变换 ， 即 
As(r, TX)— SR Tw, Xi, TE RR". 
则 A4(C,@C,)=C,+C,， 于 是 利用 定理 4.9 即 可 得 到 (29), (30) 
式 成 立 . | 
定理 4.10 设 4 是 从 8" 到 RR” 的 线性 变换 ,C 是 五 "中 的 
凸 集 ，4 一 CriC) 天 何 。 则 
ri(A~10)= A-!(riC), (31) 
cl(A-10)=A-i(c1C)., (32) 
证 明 上 略 . 
3。 凸 包 的 拓扑 性 质 
定理 4.11 如 果 S 是 RR" 中 的 开 集 ， 则 coS 也 是 开 集 . 
证 明 不 妨 设 dim § =”。 因 为 S$ 是 开 集 ， 故 
Sbd(coS)=8, (33) 
其 中 bdkcoS) 表 示 coS 的 边界 . 但 SCcoS， 故 由 (33) 得 到 SC 
int(coS )。 由 定理 4.1,int(cog ) 是 凸 集 ,于 是 有 coSCint(coS )， 
另 一 方面 ，int(ecoS )CcoS 显然 成 立 ， 故 
co S=int(co 5) 
所 以 co 5S 是 开 集 . 上 
在 8 3 已 经 说 明 ， 凸 集 族 的 交 仍 然 是 凸 集 、 下 面 将 要 证 明 , 闭 
凸 集 族 具有 类 似 的 性 质 ， 
定义 4.5 设 0C RR"， 称 以 OC 为 子 集 的 全 体 闭 目 集 的 交 为 C 
的 闭 凸 包 ， 用 clcoC 表示， 
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定理 4.12 设 CCR"， 则 cl coC=clCcoC)， - 

证 明 因为 coC 是 包含 C 的 最 小 凸 集 , 而 clcoC 是 包含 C 的 
闵 凸 集 ， 故 el co CDecoC， 从 而 cleo CDecl(co 0)， 

反之 ,clco C 是 包含 C 的 最 小 闲 凸 集 ， 故 clco CCcl(coC)。 
所 以 cl co C=cl(co 0). 1 

应 该 注意 的 是 ， 闭 凸 包 与 闭 集 的 凸 包 是 两 回 事 。 下 面 的 例子 
说 明 ， 闭 集 的 点 包 可 能 不 是 闭 集 , 


图 13 


例 5 在 RR? 中 ,C=={(0,1)}U{(61,0)|5,€ER}. C 是 闭 集 ， 
co C={(§1,52) 1 ER,0S6 1} U{(0,1)}， 这 是 一 个 缺 上 边 
界 但 包含 点 (0,1) 的 带 形 集 ,因而 不 是 闭 集 。 见 图 13， 

定理 4.13 紧 致 集 的 三 包 仍 是 紧 致 集 ， 

证 明 "中 的 紧 致 集 是 有 界 闭 集 ， 设 C 是 紧 致 集 ,x € co0. 
由 定理 3.6, 有 


+1 


T= DAivi, ViEC, A>0, i=1,***,N+1, 
i=1 


nt 


2.4i=1。 


i=1] 
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外 十 上 
故 1 7 | 委 2 4:zi| 委 站， 其 中 天 是 常数 ,满足 yr E0,1z| 志 KK， 
i=1 


所 以 co C 是 有 界 集 ， 
再 设 


3 二 了 XGO， Ain>0, 1 一 1 二 1， 


i=1 


n+l 


> 4 一 1 


2 


> 
图 14 


因为 序列 {4}, {za} 有 界 ， 则 可 从 其 中 选 济 收敛 子 列 ， 不 失 一 般 
性 , 设 4 一 > 人 0, Ti 一 XioEC, 因为 C 是 紧 致 集 ,zxEco C, 故 


Eh Ram 
n+1 
lim z= %0== > hiorios 
天 一 oo i=1 
为 十 1 


其 中 zioEC,i=1 2 十 1， > ，4io 一 1， 这 表示 woEco C ,从 而 
1 


coC 是 闭 集 . 
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$ 5 分 离 定理 


在 图 14 中 ,有 BR? 中 两 个 互 不 相交 的 巧 集 C, 和 C: 具 有 一 个 明显 
的 几何 性 质 ,这 就 是 存在 一 条 直线 ! 将 Cl 和 0s, 分开, 使 Cl 和 Cs 分 
别 位 于 “的 两 侧 ， 这 样 的 几何 性 质 在 他 中 是 否 有 相应 的 推广 呢 ? 
对 于 召 " 中 不 相交 的 凸 集 C1 和 C0,, 是 否 存 在 一 个 超 平面 H(a,a). 
使 Ci 在 如 (aa) 的 一 侧 而 C, 在 H(4,a) 的 另 一 侧 呢 ? 在 一 定 的 条 
件 下 ， 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 这 是 山 集 最 主要 且 有 广泛 应 用 
的 性 质 之 一 ， 

定义 5,1 设 C.C* 是 Re 中 的 非 空 凸 集 , 如 果 存 在 一 个 超 平 
面 妃 ,使 0 包含 在 被 万 分 成 的 一 个 闲 半 空间 中 ,而 C; 在 相对 的 另 
一 个 闲 半 空间 中 , 且 C1,C; 至少 有 一 个 不 包含 在 五 中 , 则 称 超 平面 
如 分 离 C! 和 C,; 如 果 0 包含 在 被 及 分 成 的 一 个 开 半 空间 中 而 C， 
包含 在 相对 的 另 一 个 开 半 空间 中 ， 则 称 超 平面 五 严格 分 离 C, 和 
C2; 如 果 存 在 一 个 se>0,C +e 瑟 包含 在 被 刀 分 成 的 一 个 开 半 空间 
中 ，C,+e8 包 含 在 相对 的 另 一 个 开 半 空间 中 ,其 中 8B 是 欧 氏 单位 
球 , 则 称 超 平 面 互 强 分 离 C0, 和 C,， 在 所 有 情况 下 ,五 称 为 分 离 超 
平面 

从 定义 5.1 可 以 看 出 ， 强 分 离 的 两 个 凸 集 一 定 可 以 严格 分 离 
和 分 离 ， 严 格 分 离 的 两 个 凸 集 一 定 可 以 分 离 ， 以 上 关系 反 过 来 则 
不 成 立 ， ， 

例 1 图 15 中 ,(1) 的 情形 是 五 分 离 C, 和 C:, 但 不 能 严格 分 
离 和 强 分 离 ，(2) 的 情形 五 分 离 、 严格 分 离 C, 和 C,, 但 不 能 强 分 
离 ; (3) 的 情形 且 分 离 、 严 格 分 离 . 强 分 离 C, 和 0， 

1. 超 平面 二 分 离 C,,C; 的 条 件 

定理 5.1 设 C,,C, 是 RR" 中 的 非 空 吊 集 ， 存 在 超 平面 及 分 离 
C1,C; 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 向 量 z*E R", 满足 ， 

1) inf {Cw,x*)|r EO supir, 2*) vr EC,), (1) 
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图 15 


2) sup{《z, 2*>| EC >inf{lr, rr EC,}. (2) 
证 明 设 存 在 x*E 了 R", 使 (1),(2) 式 成 立 ， 由 (2) 式 ,7* 关 0， 

由 (1) 式 ,存在 a€ 已, 满足 
inf {<x ,v2*) | EEC}a>sup{lt,r*) | rE CO,). (3) 


由 定理 2.13,H(z*,a) 二 {xz1《x%,X7*) 二 qa} 是 一 个 超 平面 ， 显然 有 
OC{zrIs, wa}, CeC{rI(r,r* Ea}, 
即 C1 包含 在 闭 半空 间 ,(w*,4) 二 {x1《z,w*) 之 a} 之 中 ,而 0; 包 
含 在 闲 半空 间 及 ,(x*,a) 二 {x]《z ,x*) 志 a} 之 中 ,由 (2) 式 , 01,0， 
中 至 少 有 一 个 不 包含 在 H(wx*,Q) 之 中 ,所 以 超 平面 太 (x*,a) 分 离 
Cl 和 0Q;. 
反之 , 设 超 平面 如 (xz*,a) 分 离 0,,C,。 则 由 定义 5.1, 有 
CCK (vx*,a)= {7| Cx, wr*)>a}, 
CCEK,(x*,a)= {| C7, 7* Soa). 
于 是 
VTEC, VNDZA; YIEC,, ,I* Ea, 
故 
inf{zyz*>1zE C}>sup{lr, 7*) | EC,). 
因为 C Cs 至少 有 一 个 不 包含 在 卫 (z*, a) 之 中 , 不妨 设 C, CC 
H(z*,a), 则 至 少 存在 一 个 点 ?7,EC,《r1,4*)>a; 故 


e 50 。 


sup{lx, xr*) | rEO} >inf{Cz, wv*> | rE C,}, 
即 (1),(2) 式 成 立 , 和 

下 面 的 定理 是 定理 5.3 的 一 个 引 理 ， 

定理 5.2 设 C 是 尽 * 中 的 非 空 相 对 开 凸 集 , 开 是 BR" 中 不 与 
C 相交 的 非 空 仿 射 集 。 则 存在 超 乎 面 鼠 ,MCT ,使 C 包 含 在 H 一 
侧 的 开 半 空间 中 . 

证 明 由 已 知 条 件 ,以 二 R". 如 果 必 是 超 平面 , 在 和 的 一 侧 的 
开 半 空间 必 包 含 C ,定理 的 结论 成 立 . 因 为 否则 好 应 与 C 相交, 而 这 
与 已 知 条 件 矛 盾 ( 如 果 C 包含 两 个 相对 的 开 半 空间 的 点 * 和 yy, 则 
连结 z 和 Y 的 线段 上 的 某 一 点 应 在 两 个 半空 间 的 公共 边界 下 上 ) . 

设 开 不 是 超 平面 , 则 dim 开 委 2 一 2， 下 面 证 明 总 可 以 构造 一 
个 比 必 高 一 维 、 不 与 C 相 交 且 包含 用 的 仿 射 集 邓 /， 这样 ,最 多 进 
行 % 一 1 次 相似 的 步 又, 就 可 以 得 到 具有 所 需 性 质 的 超 平面 瑟 , 从 
而 证 明了 定理 ， 

不 失 一 般 性 , 设 6€ 以 , 即 以 是 一 个 子 空间 ， 显 然 ,96K C 一 信 ， 
CCO 一 MM， 易 证 C 一 及 也 是 三 集 因为 dim MH 之 n 一 2， 故 
dim 及 * 宇 2，M+ 应 包含 一 个 2 维 子 空间 P, 设 0'=PN(CM)， 
根据 推论 4.8.1 和 4.9.2, 知 

ri0C’= PNri(C-…M)=: PN(iIC~—riM) 

=PN(C—M)=0’, 
所 以 C' 是 相对 开 集 ,而 9KC 一 前 , 故 0 0 

下 面 要 做 的 是 在 中 找 一 条 过 原点 但 不 与 C0’ 相交 的 直线 工 , 
于 是 有 WH' 二 + 工 将 是 比 收 高 一 维 而 不 与 0 相交 的 子 空间 .因为 ， 
反之 由 ( 必 + 工 ) 仆 C 关 名 应 推出 ZN(C 一 以 ) 关 多 ， 从 而 与 站 
C/ 二 多 巴 盾 . 

为 简单 计 ,可 以 认为 PP 与 BR 相同 ， 如 果 0C 是 一 1 维 或 0 维 的 ， 
直线 工 无 疑 将 存在 ， 如 果 aff C' 是 包含 6 的 直线 ,可 以 取 工 是 过 9 
的 该 直线 的 垂 线 、 如果 C0/ 是 2 维 (因而 是 开 集 ) 的 情形 , 在 88 将 
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会 证 明 , 集 合 下 = U{14C'14>> 中 是 包含 0 的 最 小 凸 维 , 它 是 开 集 
的 并 , 因而 也 是 开 的 且 不 包含 6， 所 以 天 是 RR 中 张 角 不 大 于 7 的 
开 扇 形 . 这 时 只 要 将 扁 形 的 两 条 边界 射线 之 一 延长 ， 将 所 得 的 直 
线 取 作 工 即 可 .1 

定理 5.3 设 CC 是 BR" 中 的 非 空 凸 集 , 则 存在 分 离 01,0， 
的 超 平面 的 充分 必要 条 件 是 riCimriC:= 亿 . 

证 明 设 C=C 一 C:， 因 为 一 C: 是 凸 集 , 故 C 是 凸 集 。 由 推 
论 4.9.2,riC=riC; 一 riC。 所 以 riClmnri Cs= 名 的 等 价 条 件 是 
0 和 riC。 

设 9 和 riC。 根 据 定理 5.2, 存 在 超 平面 耳 , 使 M={90}CH, 而 
riC 包 含 在 以 吾 为 边界 的 一 个 开 半 空间 之 中 .又 因为 CCcel(riC)， 
故 以 瑟 为 边界 的 相应 闲 半空 间 也 包含 C 。 于 是 存在 一 个 4*E€ BE”， 
使 

H(z*,0)={z|¢x, x*)=0}, 


Oinftz .4* = inf 《vi—r,,r*) 
TE TIECL, TIE O02 


=inf wr*>—sup (x,, wm*>, (4) 
ZIEC1 2Z3EC2 

0<sup《e is#》 =sup Cv1, m4 一 inf (ws, 2*), (5) 
EC XIEOL Xx2E 0 


根据 定理 5.1, 石 (xw*,0) 分 离 01,0，. 
设 C1,0s 可 以 分 离 。 根 据 定 理 5.1, 存 在 z*E R", 使 (4),(5) 
式 成 立 ， 则 
CCD={x|(x,r*)>0, ri DNCAG. 
由 推论 4.8.2,riCCriD. 但 69griD, 帮 0gric, ] 
例 2 设 
C={(é1,6) |6>0,6,>8611}, 
0C,={(51,0)16 宇 0)， 
显然 TiCmriC:= 人 ， CC 被 唯一 的 分 离 超 平面 妃 ={( ,0)| 
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EE 民 } 分 离 ， CC 万 这 个 例子 
再 一 次 说 明 分 离 允 许 两 个 集合 之 
一 (而 不 是 两 个 ) 包 含 在 分 离 超 平 
面 之 中 。 见 图 16. 

下 面 的 结果 是 廿 集 可 以 分 离 
的 充分 条 件 ， 

定理 5.4 设 0, CC: 是 瓦 " 
中 的 凸 集 ,如 果 int 0, 隆 名 ,0, 们 
int C, 二 多 , 则 存在 分 离 C1;C: 的 图 16 
超 平面 . 

证 明 首先 设 C: 是 开 集 , 即 C:=int C!/， 则 C1 一 0; 是 开 凸 
集 ， 因 为 Ci 人 Cs= 人 ,0 天 C 一 0 故 存 在 超 平面 H(a,0) 二 {x| 
《az 一 中 满足 0E 瑟 (ca,0) (4,0) 几 (C1 一 Cs)= 名 , 且 

CI—CC{r| a, x)>0}. (6) 
由 (6) 式 知 Vx1E C1,YX2€E Cz 时 
a, X12 >0, 


故 
Qt) > Kar VIIECI, VT EO,, (7) 
infa, x)>sup Ka, %2), (8) 
Zz1ECL1 T2EOz 
supla ,X17 >infla, rs), (9) 
ZX1EOL 22CC2 


故 超 平面 H(a,a)= 二 {x1《a,%》 Qj} 分 离 C,,C:, 其 中 a 满足 inf《a， 
$1 之 a 之 sup(4 ,43). 


再 设 Ci 不 是 开 集 ,对 int01,C, 重 复 上 面 的 讨论 可 知 ,存在 4a € 
RR", 有 


inf “0 ,141) 之 sup SG 02》， (10) 
IEintC 22EC2 

sup ‘a,%)> inf a,%2). (11) 
IECintCs 32CCOt 
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但 是 inf 《a,x)= inf Ca,%w), sup a, 41)=supla, 1), 
YIEintCl TEC! zIEintCl YIECI 


故 由 (10)，(11) 式 知 (8),《9) 式 仍 成 立 , 所 以 超 平 面 (a, a) 分离 
C1,0;, 参见 图 17, | 


例 3 在 有 :中 , 设 
Ci={(61,62,6) | |E 1S1,1é,|<1,6,=0}, 
Cs={(61,62,6)16 =6,=0,]€,|<1}, 
显然 intC ,= 名 ,C20NintC ,= 名, 但 不 存在 任何 超 平面 分 离 01,0，. 
事实 上 , riC 门 riC, 隆 名 , 故 由 定理 5.3,01,0; 不 能 分 离 是 很 自然 
的 . 
例 3 说 明 , 定 理 5.4 中 条 件 intC, 关 儿 不 能 削弱 ， 
因为 两 个 西 集 不 相交 一 定 可 以 严格 分 离 , 所 以 下面 的 结果 是 
正确 的 . 
定理 5.5 设 0,,Cs 是 有 R'* 中 的 凸 集 ,C1 站 0,= 名 ， 则 存在 非 零 
向 量 x”€ R", 使 对 于 Yw1E C1,Yx;E€0,, 有 


A138" Svat >， (12) 
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证 明 留 给 读者 ， 
2.， 超 平面 二 强 分 离 C, ,5C: 的 条 件 
定理 5.6 设 Ci,C: 是 忌 " 中 的 非 空 凸 集 , 则 存在 超 平 面 强 分 离 
C1 0: 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 E R", 满 足 
inf{fKzyy” >|1yEC)>supf{gzz 2EC， (13) 
证 明 设 存在 x* E R" 满 足 (13) 式 ,显然 ,x* 关 9， 取 aER， 
9>0( 例 如 设 W=inff(zsz1zECm=supf(zyzr)lzEC， 
VarEO ist )Fate, YY EC za)<a 一 9。 
因为 欧 氏 单位 球 B 有 界 , 玖 当 :之 0 充分 小 时 ,对 vy EeB,|《y,w"》| 
6。 则 对 vx1E Ci,Y%2€E Cs, 有 
(witYy Lm) =m r+ mart ly, ">a, (14) 
Wat YL = v2 m+ Cy WEA—O+t ly 2* < (15) 
故 由 (14) , (15) 式 知 
CteBC{r|Ils,s*)>a}, (16) 
Ct+eBCt{sllr, wa}. (17) 
所 以 超 平 面 太 (x*,a) 强 分 离 01, 0，. 
反之 , 设 超 平面 H (x*,a) 二 {tw1《z,w*》 二 a} 强 分 离 01,C;, 对 
于 某 个 e 汪 0,(16),(17) 式 成 立 . 则 
ainf{ls, 7*> +ely, x*)|rEO, YEB}L 
inf{Cw,x*)|r EC}, 
a>sup{(x, x*) +ely, xm*)| TEC,,y EB} 
>sup{lr ,2*)|x EC,}. 
故 (13) 式 成 立 . 四 
定理 5.7 设 0,,Cs 是 BR" 中 的 非 室 凸 集 ， 则 存在 强 分 离 C,， 
C; 的 超 平 面 的 充分 必要 条 件 是 
OF¢cl(C,—0,), 


一 。55 。 


即 inf{|zi 一 zs zcECixaEC 0， 

证 明 由 定义 5.1, CC 可 以 强 分 离 的 等 价 条 件 是 存在 一 个 
>0, 使 (C1+eB)N (C0,+eB) = 名, 其 中 B 是 欧 氏 单位 球 ， 于 是 
Ci;Cz 可 以 强 分 离 的 等 价 条 件 是 存在 2 记 0, 满 足 

0& (C+eB)— (C0,+2B)=C.—0,+2eB. (18) 
(18) 式 表示 存在 e 之 0, 使 
22BN (O01—0,)=, 
即 6gcl(C 一 02). 1 

从 例 2 可 知 ,即使 两 个 凸 集 是 不 相交 前 闭 集 ,也 不 能 保证 可 以 
强 分 离 ， 而 问题 正好 出 在 两 个 集合 的 无 界 性 上， 如 果 两 个 集合 都 
是 不 相交 的 紧 致 凸 集 , 则 总 是 可 以 强 分 离 的 ， 事 实 上 ,下 面 定理 的 
条 件 还 要 宽 些 ， 

定理 5.8 ” 设 01,0z 是 R* 中 的 非 空 是 集 ,C1 是 紧 致 集 ,C0 是 闭 
集 ， 则 存在 强 分 离 C,C: 的 超 平面 的 充分 必要 条 件 是 C1,C: 不 相 
交 . 

证 明 设 C,,C: 不 相交 ， 令 

da(01,02)=inf{d(x.y)I rEOC.Yy ECO,}, (19) 
因为 C, 是 紧 致 集 ,0; 是 闭 集 ,C1 站 Cs 名, 故 6==d (C1,0s)>0， 设 


6 xud 
S=B(9, 志 ) 是 中 心 在 原点 ,半径 为 的 开 球 , 于 是 Ci+ ,Ca+S 


是 不 相交 的 开 凸 集 ， 由 定理 5,3, 存 在 超 平面 五 分 离 CO +S,C:+ 
仿 ， 所 以 超 平面 耳 强 分 离 C1, 0. 

反之 ,如 果 超 平面 卫 强 分 离 C1,C;, 则 由 定义 5.1, 存 在 一 个 之 
0, 使 

(C1+eB)N(C,+eB)=G, 

其 中 是 欧 氏 单位 球 。 显然 ,C, 门 0,= 儿 .1 

定理 5.8 中 CC: 是 凸 集 的 条 件 还 可 以 放宽 . 

定理 5.9 设 C1,0s 是 BR" 中 的 非 空 暴 致 集 ， 则 存在 强 分 离 C1， 
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C: 的 超 平面 的 充分 必要 条 件 是 coCinecoC:=G， 
”证 明 设 coCneoC:= 儿 .因为 coCl,coC: 仍 是 紧 致 集 , 由 定 
理 5.8, 存 在 超 平面 瑟 强 分 离 coCl ,coC:, 即 存在 2>0, 有 (co0, 十 
2B)NN(coC,+eB)= 名 ,其 中 BB 是 欧 氏 单位 球 ， 因 为 CCecoC 
CCco0Cs, 所 以 有 
-_ . . (C1+eB)N (Cs +eB)=$, 
即 超 平面 卫 强 分 离 C,,C，. 
反之 , 设 0,,0; 可 以 强 分 离 , 由 定理 5.6， 存在 TE R", aE 
呈 , 使 
inf {Cz1,2*) |v EO}>a> 
sup{%2, 2*> |¢2 E02}., . (20) 


设 #= 二 Xv 十 司 ': 十 4mzw; 其中, 宇 0,2 = 二 1 ， mh, hl Ys 
E01=1,.…:,m， 则 一 

Cm, WE ARI ED + AnCtms tT 

>>4ic+ 二 Mu 一 a， (21) 

由 (21) 式 知 YzEcoCz，z 和 之 x， 类 似 推 证 可 以 得 出 ，Yxe 
coCa (zyoxty<a， 则 

inf{《ziy zx>| ziEcoCi}>>sup{(za zxy|zaEcoCz}， 
所 以 coC,co0: 可 以 强 分 离 , 从 而 coCimncoC: 二 名， | 

推论 5.9.1 设 xE R",C 是 R" 中 的 紧 致 集 ， 则 存在 超 平面 强 
分 离 z 和 C 的 充分 必要 条 件 是 x coC， 

证 明 令 {z}=0C1,0=Cs, 利 用 定理 5.9 即 可 得 证 , 1 
推论 5.9.2 设 zE R",C 是 ER" 中 的 紧 致 集 ， 则 存在 超 平面 强 
分 离 x 和 0C 的 充分 必要 条 件 是 对 于 由 CG 中 最 多 n+1 个 点 构成 的 每 
一 个 集合 了 ,x 与 荆 强 分 离 . 

证 明 留 给 读者 . 

推论 5.9.3 设 C,,0, 是 "中 的 非 空 紧 致 集 ， 则 存在 超 平面 
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强 分 离 01,0: 的 充分 必要 条 件 是 对 于 由 Cs 中 最 多 n+1 个 点 构成 的 
每 一 个 集合 J,C1, 人 可 以 强 分 离 . 
证 明 留 给 读者 . 


$ 6 闭 凸 集 的 表示 定理 


这 一 节 研 究 闭 凸 集 的 表示 定理 ,它们 又 分 为 外 表示 定 理 和 内 
表示 定理 ,为 此 ,将 讨论 支撑 超 平面 和 面 结构 的 有 关 结 果 ， 

1， 闭 凸 集 的 外 表示 

定义 6.1 设 0 是 B" 中 的 由 集 ， 如 果 闭 半空 间 KK(z*,a)={x 
1《z ,x*)<a} 包 含 C， 且 H(z*,a) 丫 C 关 ,其 中 H(zx*,a)={zx| 
《zw*) 一 a}, 则 称臣 (x*,a) 是 0 的 支撑 半空 间 , 而 五 (xs*,a) 称 为 
C 的 支撑 超 平面 . 

由 定义 6.1 可 知 , 上 屿 集 C 的 支撑 超 平面 H(z*,a) 应 该 满足 ， 
VrEC, 《x,2*) 二 0, 且 至 少 存在 一 个 fz,E0, 《zo,z*Y) 一 Q， 见 
图 18， 


Hr.0) 


如 果 C 是 闭 凸 集 , 则 定义 6.1 中 支撑 超 平面 的 定义 可 以 表示 
成 , 超 平面 H(x* ,a) 是 非 空间 是 集 C 的 支撑 超 平面 的 等 价 条 件 是 


一 - 党 
a maX4Y >， (1) 
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或 
omin(r ,x*), (2) 
如 果 对 于 喜 Cx* .a),(2) 式 成 立 , 则 对 于 五 (一 x2*， 一 &)，(1) 式 成 
六 ， 因 为 H(z*,a) 二 HH( 一 x*, 一 a), 歼 C 的 任何 支撑 超 平面 均 可 
下 示 为 H(r*,a) 的 形式 ;其 中 x*，a 满 足 (1) 式 ， 而 这 意味 着 CC 
K(x*,a), | 
在 定义 6.1 中 ,如 果 CCH(x*,a), 妈 以 五 (z*,a) 为 边界 的 两 
个 闭 半 空间 K(x*,a)={xj《v*,a)<a}, E(w*,0)={r| Ct, 2*> 
之 cj 都 是 C 的 支撑 半空 间 , 则 五 (xz*,a) 称 为 非 正常 支撑 超 平面 . 
如 果 C 实 了 (x*,a) , 则 如 (zw*,a) 称 为 正常 支撑 超 平面 . 
容易 证 明 , 当 且 仅 当 
inf Cw ,4 Cmax Cr, x*), (3) 
满足 CCK(z*,a) 的 支 撑 超 平面 古 (x*,a) 才 是 正常 支撑 超 平 
面 . 
定理 6.1 设 C ,五 分 别 是 瑟 " 中 的 非 空 凸 集 和 超 平面 , 则 下 面 


两 个 条 件 等 价 ， 

1) HNMriC=, 

2) C 包 含 在 以 五 为 边界 的 两 个 闭 半空 间 的 一 个 之 中 ,但 0 不 
包含 在 互 之 中 ， 

证 明 设 1) 成 立 ,因为 ri0 关 名 , 帮 可 取 x。EriC， 则 x 了 H， 
所 以 C 不 包含 在 五 之 中 ， 


假设 存在 点 ziE 0 ,而 Yo,xi: 位 于 超 平面 的 两 侧 ， 则 存在 x*E 
R" 和 a€E RB, 使 H=H(z*,a), 且 
《Zo Xai wv*), (4) 
令 


CC 一 (Wo 》 
人 GO V2 Cro, VY ’ 
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则 由 (4) 知 ,0 之 4<1, 点 #; 一 (1 一 4)zo 十 4w 是 线段 3071 的 相对 
内 点 ， 站 接 计算 可 知 《x1,x*) 二 a, 大 %1€ 且 ， 另 一 方面 , 由 定理 
,5,84ETiC, 所 以 ZEHNriC、 这 与 1) 蔬 盾 、 所 以 C 包 含 在 以 
请 为 边界 的 一 个 闭 半 空间 之 中 。 事实 上 ,这 个 闭 半空 间 就 是 包含 
to 的 闭 半空 间 ， 故 2) 成立， 

设 2) 成 立 ， 假 设 存在 点 rE HNriC。 因为 0 不 包含 在 卫 之 
中 , 故 存 在 点 *1E CNE ,从 而 由 定理 4.6 ,存在 点 gzEC 及 0<4< 
1, 使 


T=(1—A)vi+Ar,. 
另 一 方面 , 由 2)， 可 以 找到 x*€ R", aER, 使 H=H (vw*, a)， 
K(x*,a)={x|(r, x* a}, 有 CCEKE(v*Y,Q)， 显然 (T1292*》 之 a， 
《wz,v*)a, 所 以 
CF, T= A)r +ATs, Tt*Y 
=(1~—A) Cg, rp*) ACT,, WiYy 
<(1—A)atAa=a., (5) 

但 因为 EH, 而 有 《x,x*) 二 gg。 这 与 (5) 式 相 蔬 盾 。 所 以 HNriC 
= 己 ,1) 成 立 . | | 

推论 6.1.1 设 C 是 RE" 中 的 闭 同 集 ,如 是 C 的 支撑 超 平 面 。 则 
HH 是 正常 超 平面 的 充分 必要 条 件 是 HNMri0 = 

证 明 留 给 读者 ， 

下 面 讨论 支撑 超 平 面 存 在 的 条 件 ， 

定理 6.2 设 C,D 是 8" 中 的 山 集 ,DCO， 则 C 存 在 包含 DD 的 
正常 支撑 超 平面 的 充分 必要 条 件 是 DNNriC =2. 

证 明 因为 DCC,C 的 包含 DD 的 正常 支撑 超 平面 和 分 离 D 与 
0 的 超 平面 相同 ， 由 定理 5.3, D,C 存 在 分 离 超 平面 的 等 价 条 件 是 
ripNriC=@. 
如 果 DNri0C=@ ,MiDNriC= 色 . 
如 果 riD Nri0=B, 但 因 DCCC, 根 据 推论 1.8.2, 知 DNriC = 
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忆 。 综 上 述 :riDPmriC= 纪 的 等 价 条 件 是 DmnriC= 邓 .| 
定理 6.3 设 C 是 尺 " 中 的 用 凸 集 ,zy 是 rbC 中 的 任 部 点 ， 则 C 
存在 过 xz 的 正常 支撑 超 平面 . 
证 明 当 dimnC= 一 1 或 0 时 .结论 明显 成 立 , 故 设 dimC 关 1 
因为 riC 是 相对 开 凸 集 , {x} 症 仿 射 集 ,由 定理 5,2， 在 affC 
中 存在 超 平 面 ,使 
EH’', HNriC=6. 
显然 ,可 以 找到 ER" 中 的 超 平面 且 , 使 HNNaffC = 五 (如果 affC = 
R", 则 开 =H )， 当 然 也 有 
- EH, HNriC=6. 
所 以 由 定理 6.1, 恕 是 0 的 正常 支撑 超 平 面 , | 
定理 6.4 设 C 是 忌 " 中 的 闭 集 ,intC 天 人 ， 如 果 C 存 在 通过 
每 一 个 边界 点 的 支撑 超 平面 , 则 C 是 山 集 , 
证 明 仅 在 ”>2 时 证 明定 理 ,n=1 时 的 证 明 留 作 练 习 ， 
如 果 = R”, OC 当然 是 凸 集 , 故 可 设 CO 关 R*， 由 此 设 x ER"， 
rvK0O， 如 果 y EintC， 则 在 C 的 边界 上 存在 zErixy， 所 以 C 在 
z 的 支撑 超 平面 五 不 包含 +, 因为 否则 这 个 超 平面 将 包含 0 的 内 点 
y ,而 这 是 不 可 能 的 ， 故 以 五 为 边界 且 包 含 Y》 的 闭 半空 间 不 包含 * 
但 包含 C， 因 为 + 是 不 在 C 中 的 任意 点 ， 故 包含 C 的 闭 半 空间 的 
交 不 包含 不 是 C 中 的 点 。 另 一 方面 ， 包 含 C 的 闭 半空 间 的 交 一 定 
包含 CE。 所 以 C 是 包含 C 的 全 体 闭 半空 间 的 交 ， 因 为 闭 半 空间 是 
凸 集 , 由 定理 3.3，C 是 凸 集 , | 
结合 定理 6.3 和 定理 6.4， 就 可 以 得 出 具有 非 空 内 部 的 六 凸 
集 的 一 个 性 质 . 
定理 6.5 设 0C 是 R” 中 的 闭 集 ,intC 取 名 , 则 C 是 凸 集 的 充 
分 必要 条 件 是 在 C 的 每 一 个 边界 点 均 存 在 C 的 支撑 超 平面 , 
下 面 的 定理 称 为 闲 凸 集 的 外 表示 定理 ， 
定理 6.6 RR" 中 的 闲 晤 集 C 是 包含 它 的 全 体 闭 半 空间 的 交 ， 
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证 明 当 dimC= 一 1 或 0 时 ,或 0=R* 时 , 定理 的 结论 是 明 
显 的 ， 

设 dimC>1。 0Q 关 RR". 与 定理 6,4 的 证 明 完全 相似 , 可 以 证 
明 , 包 含 C 的 全 体 闭 半空 间 的 交 不 包含 不 是 C 中 的 点 ， 另 一 方面 ， 
C 包含 在 包含 C 的 爹 体 闲 半 空间 的 交 之 中 ， 所 以 C 是 包含 它 的 全 
体 闲 半 空间 的 交 ., | 

推论 6.6.1 设 SCR", 则 cl(coS) 是 包含 5 的 全 体 闲 半空 
间 的 交 . 

证 明 留 给 读者 ， 

2， 闭 凸 集 的 内 表示 

为 了 解决 朵 凸 集 的 内 表示 问题 ， 我 们 首先 研究 闭 凸 集 的 面 结 
构 问 题 ， 最 后 将 证 明 , 如 果 C 是 紧 致 凸 集 , 则 它 可 以 表示 为 其 零 维 
面 的 凸 包 , 这 就 是 闭 凸 集 的 内 表示 形式 ， 

定义 6.2 设 C 是 RR" 中 的 闭 凸 集 ，CC, 五 是 凸 集 ， 如 果 
对 于 YrEO, VyEC, zy ,在 rizy 站 FF 非 空 时 一 定 有 zyC， 
则 称 F 是 C 的 面 . 

空 集 人 和 闭 凸 集 C 本 身 也 是 C 的 面 , 称 它们 为 非 正 常 面 ,而 其 
他 所 有 的 面 均 称 为 正常 面 ， 

定义 6.3 设 C 是 五 "中 的 闲 四 集 ，zE C， 如 果 {z} 是 C 的 
面 , 则 称 % 是 C 的 极点 ，C 的 全 体 极 点 的 集合 用 ext C 表示 ， 

由 定义 6.3 可 知 , 如 果 z 是 C 的 一 个 极点 , 则 zy 不 是 C 中 任何 
一 条 线段 的 相对 内 点 ， 即 x 不 能 表示 成 C 中 任何 元 素 的 凸 组 合 . 
显然 ,极点 的 这 个 定义 与 定义 3.7 是 等 价 的 . 

定义 6.4 设 忆 是 C 的 一 个 面 ,dim 了 =k， 则 称 了 是 &- 面 . 
称 C 的 极点 是 0- 面 。 如 果 0 委 dim 刀 =dimC -一 1, 则 称 卫 是 超 面 . 

定理 6.7 设 C 是 忍 " 中 的 闲 凸 集 ，dimC>>1, 瑟 是 C 的 一 个 
正常 支撑 超 平 面 , 则 = 五 mC 是 C 的 正常 面 . 

证 明 首先 ,因为 五 是 C 的 正常 支撑 超 平 面 , 故 也 是 C 的 正常 
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非 空 的 凸 子 集 . 

设 +,y 是 使 rizy 站 了 关 信 的 C 中 的 两 点 , 则 存在 一 个 4，0 过 
A4<1, 使 (1 一 A)x+Ay€EH, 

由 已 知 条 件 , 可 以 设 玉 = 开 (x*,a), CCKRK(r*,a), 其 中 zx" EE 
R",aE€ER, 故 

tN" DCG CY 2 Ea (Ar 十 4y 0 > 一 G。 (6) 

所 以 有 《x ,x*>=《y,x") 二 a， 即 x%EH,y EH. 但 04, 五 是 是 集 ， 
所 以 wyCF, 了 是 C 的 正常 面 . | 

我 们 称 定理 6.7 中 的 面 了 二 HNMC 是 C 的 正常 暴露 面 ， 为 了 
方 使 ,对 于 任意 闭 凸 集 C (包括 -1 维和 0 维 的 在 内 )， 称 空 集 儿 和 
0 是 C 的 非 正常 暴露 面 ， 对 于 xE C,， 如 果 {z} 是 C 的 暴露 面 ， 则 
称 zY 是 C 的 暴露 点 ，C 的 全 体 暴 露点 的 集合 用 expC 表示 , 显然 ， 
expCCextC， 

例 1 图 19 中 C 是 有 中 两 个 圆 C，C: 的 凸 包 、 唱 C 的 面 
是 线段 +1x，， Vas 及 分 别 过 wzsyzs 和 ,Xe， 4 的 开 半 贺 弧 ; 
线段 ziz;， zay4 是 C 的 1- 面 , 且 是 暴 喜 面 ;z:，xzz， Za，24 及 上 述 
两 个 开 半 圆 疲 上 的 点 都 是 极点 (0- 面 )， 两 个 开 半圆 弧 上 的 点 都 是 
暴露 点 ,而 x1, x, zs, x4 都 不 是 暴露 点 , 因为 过 这 些 点 的 C 的 支撑 


例 1 也 说 明 非 暴露 面 是 存在 的 ， 
Xl Z8 
Ys 
3 
Y2 加 - Ze 
19 


下 面 讨论 面 的 一 些 性 质 ， 
定理 6.8 ER" 中 的 闲 凸 集 C 的 每 一 个 面 忆 都 是 闲 集 . 
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证 明 当 dimF = 一 1 或 0 时 ,结论 是 明显 的 ， 故 设 dim 玉 之 


取 yzEclT ,woEriF。 不 妨 设 + 去 *+。， 因 为 反之 , 在 X=%， 
时 ,xwE 了 ,下 是 我 们 要 证 明 的 事实 ， 

由 定理 4.5, (1 一 4)xzo+ ArE TiFP,0 志 4 之 1, 特 别 地 ,0 之 A 之 1 
时 ,{(1 一 和 4)xo+2x10 之 4 之 1} 站 下 关 名 ,因为 f 是 0 的 面 ,由 面 的 
定义 6.2 知 ,线段 zor 也 包含 在 也 中 ,x E 万 ， 故 也 是 闲 集 . |， 

定理 6.9 设 不 是 BR* 中 闭 上 是 集 C 的 面 , GC 也， 当 且 仪 当 G 
是 了 的 面 了 时, G 是 C 的 面 , 

证 明 如 果 G 是 0 的 面 , 则 由 定义 直接 得 到 , G 也 是 卫 的 面 ， 

相反 , 设 G 是 了 的 面 ,#,y 是 C 中 满足 

{(1—A)z +Ayl0<4<1} NGASG (7) 
的 点 ， 因 为 GCF, 则 {(1 一 和)x+ 4y|0<4<1} 站 了 了 隆信 .而 因为 
五 是 C 的 面 , 故 xE8F,yEF、 同 时 G 是 也 的 面 ,于 是 又 得 到 ,XE 
G,y&EG, 即 zyCG， 所 以 G 是 0 的 面 , 

例 2 在 例 1 中 ,wi 是 面 zizs 的 暴露 点 ,而 rizs 是 C 的 暴露 
面 ,但 wi 不 是 0 的 暴露 点 ， 

例 2 说 明 在 定理 6.9 中 ,如 果 将 “ 面 * 换 成 “暴露 面 *, 则 定理 的 
充分 性 不 再 成 立 . 

定理 8.10 设 到 是 忆 " 中 半 西 集 C 的 面 ,五 关 C， 则 
FCrbC. 

证 明 当 dim0= 一 1 或 0 时 ， 定理 结论 显然 成 立 ， 故 设 
dimC>l， 

假设 是 0 的 面 , 且 存 在 XE 了 ,使 x Eri0, 

设 y 是 C 中 的 任意 点 ,如 果 Y=z, 则 yE 了 ,这 正 是 我 们 要 证 
明 的 事实 ， 故 不 妨 设 y 了 x*， 由 定理 4.6, 在 C 中 存在 点 z, 使 XE 
{(1 一 A)y-+4z|0<24<1}.、 因 wxwEF 了 ,而 了 是 C 的 面 故 yEF. 
由 yY 在 C 中 的 任意 性 知 五 =C。 这 与 条 件 了 0 蔬 盾 ， 玖 FPC 
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rb0. | 

推论 6.10.1 设 耳 ,G 是 RE" 中 闭 凸 集 C 的 面 , GCFP，G 才 
FF, 则 GCrbP, 

证 明 留 给 读者 ， 

推论 6.10.2 设 了 了 ,G 是 R” 中 闲 屿 集 C 的 面 , GCF，GQ 
五 , 则 dimG<dimF, 

证 明 由 推论 6.10,1, GCrbf, 故 利用 推论 4.7.1 的 结论 即 
得 证 ,| 

对 于 闭 凸 集 C 的 任何 子 集 开 ,存在 C 的 包含 下 的 最 小 面 , 这 个 
最 小 面 就 是 包含 五 的 所 有 面 的 交 。 定 理 6.10 表明 ， 如 果 开 包含 
riC 中 的 点 ,那么 包含 用 的 最 小 面 就 是 C 本 身 . 

定理 6.11 设 C 是 BR 中 的 闲 册 集 ,x E00, 了 是 0 的 面 , XE 
， 则 当 且 仅 当 x EriF 时 ,请 是 包含 4 的 最 小 面 . 

证 明 设 xEriF， 如 果 还 存在 C 的 面 F',xE€ 了’, FP'CF， 
则 /ArifF 关 名 ， 由 推论 6,10.,1, f/ 二 了 ， 所 以 了 是 包含 4 的 最 
小 面 . 

假设 xErbF。 由 定理 6.3, 存 在 五 的 面 G, 且 vEG，G 天 不 
(由 暴露 面 定义 知 , G 也 可 认为 是 暴露 面 )， 而 由 定理 6.9，G 也 是 
C 的 面 ,所 以 五 不 是 包含 + 的 最 小 面 . | 

推论 6.11.1 设 C 是 ER" 中 的 闭 凸 集 ， 则 对 YzEC, C 存 在 
唯一 的 面 了 ,使 x EriF, 

证 明 包含 + 的 C 的 最 小 面 即 是 满足 推论 要 求 的 面 .上 

下 面 两 个 定理 讨论 暴露 面 的 性 质 . 

定理 6,12 "中 的 闭 凸 集 0 的 任何 超 面 万 都 是 暴露 面 ， 

证 明 由 超 面 的 定义 知 dimf 记 0， 故 由 定理 4.4， 存 在 xE 
fi， 所 以 由 定理 6,11 知 ,下 是 C 的 包含 x 的 最 小 面 ， 

另 一 方面 ,由 定理 6.3 知 ,存在 C 的 暴露 面 G ,满足 yxEG， 因 
而 ZTCGCC, 且 G 天 C。 故 由 推论 6.10.2 知 
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dim0—1=dimF<dimG<dim( (8) 

由 此 可 知 ,dimG 一 dim 了 了。 再 利用 推论 6.10.2, 得 五 =G, 从 而 卫 
是 暴露 面 .| 

定理 6.13 设 C 是 如 "中 的 闲 凸 集 ，{P ,liET 是 C 的 任意 


一 个 暴 才 面 族 ， 则 也 = 门 F, 也 是 C 的 暴露 面 ， 其 中 了 是 任意 指 
1E7 


标 集 ， 
证 明 如果 不 是 空 集 G 或 C 本 身 ， 定 理 的 结论 明显 成 立 ， 故 
设 F 是 正常 暴露 面 卫 ; 的 非 空 交 集 ,iE 了 
首先 研究 了 是 有 限 指标 集 的 情形 ， 不 妨 设 [=11，…， m}). 
对 于 每 一 个 ;,iE7T, 由 暴露 面 的 定义 ,存在 支撑 超 平 面 H(z,”， 
cD={tzlkzyz > 一 ai} 及 闲 半空 间 五 (sz ，c)={z]z，2m > 去 
,rER",aER, 使 
F,=H(7x.”,a) NO, (9) 
CC 天 (zi ai)， (10) 
不 失 一 般 性 , 可 以 设 9€intC， 所 以 6 是 所 有 天 (zi ,Qi) 的 内 点 ， 
且 a>0,iET, 令 
yy =a 1 , i=1,'** ,Mm, 


于 是 (9)， (10) 可 以 改写 成 


F=H(y.*,1)NC, (11) 
OCK(y,",1). (12) 
令 
ys = 上 上 yy ” 


mn 
Cx,y0") = Lr, Hy”) 
i=} 
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由 (13), 得 CCKR(y”,1).。(13) 中 的 等 号 成 立 的 等 价 条 件 是 xzE 
H(y ,1) ,i 一 1,…,m， 这 表示 
P=H(y0 ,1) NC. (14) 
所 以 也 是 0 的 暴露 面 ， 
再 研究 7 了 是 无 限 指标 集 的 情形 ， 根据 上 面 所 证 的 结果 ， 只 要 


41,1=1, (13) 
m 


证 明 存在 访 ,…,in E17, 使 站 ,= 也 就 可 以 了 ， 


在 了 中 任 取 一 个 元 素 作 为 ,如 果 了 == 也,,， 结 论 得 证 ， 如 果 
FCF,, 且 了 关 靖 ;,, 则 对 某 一 个 i,ET, 有 
FCF, NF,CF,, (15) 
FP, fF, PF,, (16) 
网 和 10.2， 知 dim(F,; 门 F,)<dimF;， 如 果 F=F, 丫 
了 .结论 得 证 ， 如 果 下 所 五 门下， 且 下 关 Pi, 门 Fi,, 则 对 于 某 一 
个 i,EI, 有 
FCF MNF MNF, CF, NF,,, (17) 
PNP NFR ND,. (18) 
同样 ,由 推论 6.10.2, 知 dim(F, 站 FPF, 站 F)<dim(F, (人 NF,,). 
如 果 了 二 也 站 五 ,站 ,结论 得 证 ， 否 则 ， 与 上 面 类 似 的 过 程 可 
以 继续 下 去 ， 因 为 每 经 过 一 步 , 维 数 至 少 降 低 一 维 , 则 在 有 限 步 后 
这 个 过 程 一 定 会 结束 且 得 到 记 ,…,in ET 了 ,使 P= [| 玉 ,.. 1 
最 后 ， 讨 论 紧 致 吓 集 的 内 表示 形式 ， 
我 们 知道 ， 闭 半空 间 和 仿 射 集 是 没有 极点 的 闲 凸 集 ， 对 于 紧 
致 止 集 ， 情 形 就 不 同 了 ， 下 面 的 定理 说 明 ， 紧 致 由 集 是 由 其 极点 
“ 张 "成 的 ， 
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定理 6.14 设 C 是 忌 " 中 的 紧 致 凸 集 ， 则 
C=co(extC), (19) 

证 明 因为 CDextC， 且 C 是 出 集 ， 故 C 了 co(extC) 显然 
成 立 . 要 证 CCcolext C) 也 成 立 ， 从 而 (19) 也 是 成 立 的 . 

对 C 的 维 数 进行 归纳 证 明 ， 在 dimC= 一 1，0 或 1 时 ， 结 
论 显然 是 成 立 的 ， 假 设 上 述 包 含 关 系 对 维 数 小 于 的 紧 致 山 集 
都 是 正确 的 ，k 宇 2， 研 究 k 维 紧 致 凸 集 C， 设 VYxE0， 由 定理 
3.5， 只 要 证 明 x 可 以 表示 成 C 的 极点 的 廿 组 会 就 可 以 了 . 

如 果 x 是 C 的 极点 ， 结 论 显 然 成 立 ， 如 果 z 不是 极点 ， 则 
在 C 中 存在 一 条 线段 ， 使 x 是 这 条 线段 的 相对 内 点 ， 由 定理 
4.6， 这 条 线段 可 以 延长 而 不 超出 GC， 歼 可 以 找到 yo，Yy1&ErbC， 
使 YEri{(1 一 4)yo+Ay1j0<4<1}， 令 F,， 了 ;分别 是 包含 
yo，Y1 的 C 的 最 小 面 。 则 由 推论 6.11.1，,， 五 ,是 C 的 正常 
面 ， 由 定理 6.8，,，| 是 紧 致 山 集 ， 故 由 推论 6.10.2, 它们 
的 维 数 均 小 于 &， 于 是 由 归纳 假设 ， 存 在 卫 , 的 极点 wo，…， 
Xoz， 使 yY 是 它们 的 凸 组 合 ， 也 存在 了 1 的 极点 Ea “ys Wigs 
使 y: 是 它们 的 凸 组 含 ， 因 为 > 是 y,，yi 的 上 组 合 ,所 以 z 也 是 
Vol Bopy Tils''s Tig 的 本 组 合 ， 而 由 定理 6.9，zol，…， 
2op，X1 91 也 是 C 的 极点 ， 所 以 4 可 以 表示 成 C 的 极点 的 
凸 组 合 , 1 

定理 6.15 设 0 是 "中 的 紧 致 上 怠 集 ,ML 是 0 的 子 集 ， 则 
下 面 两 个 条 件 等 价 ， 

1) C=coM, 

2) extOCCM, 

证 明 假设 在 C 中 存在 一 个 极点 zx， x g 玉 ， 则 MMCO\ 
{x}。 由 极点 的 定义 ,， C\{zx} 是 是 集 ， 故 coMCO\{x} .C0 才 coM. 
所 以 由 1) 推 出 2), 

设 extCC 开 ， 因 为 由 定理 6.14，C= co(extC)， 散 
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O=co(extO)CcoMCC， (20) 
所 以 CO=coM， 由 2) 推 出 1). |] 
推论 6.15.1 设 C 是 "中 的 紧 致 囊 集 ，dim0=n， 则 0 的 
每 一 点 均 可 表示 成 C 的 至 多 n+1 个 极点 的 凸 组 合 ， 
证 明 留 给 读者 。 


§7 配 极 


对 个 概念 在 凸 性 理论 中 具有 重要 的 作用 ， 在 这 一 节 ， 我 们 讨 
论 一 类 特殊 的 对 侦 概 念 一 一 配 极 .将 会 看 到 ， 对 于 BR" 中 的 每 一 
个 子 集邮 ， 都 有 一 个 B" 中 称 为 用 的 配 极 的 集合 M "与 之 对 应 ， 
如 果 C 是 包含 原点 作为 内 点 的 紧 致 凸 集 ， 它 的 配 极 C" 也 具 有 同 
样 的 性 质 且 C 是 C 的 配 极 ， 

1， 配 极 的 概念 与 一 般 性 质 

定义 7.1 设 必 是 BR" 中 的 集合 称 

M'={y€ BR" (x, y)<1, rE M} 


={yE BR"|supts,y)<1} (1) 
为 履 的 配 极 ， 
由 定义 7.1 知 ，(1) 式 也 等 价 于 
M'= OK(z, 1)， (2) 


其 中 (x，1) 二 {9E BR"]Cy，x》 志 1}， 因 为 当 且 仅 当 ze 到 (y， 
1) 时 yEK (z，1)， 赦 由 (2) 知 ， 当 且 仅 当 yE 对 时 MKC 
K(y, 1). 

例 1 设 导 ={xz}，z09， 则 有 HH" 是 闭 半空 间 

K(x, 1)={yl(x, y)&1), 

9 是 及 Y" 的 内 点 . 

例 2 设 收 ={9}), 则 ZY'=R", 这 是 因为 对 于 vyE R", 有 

0, y=0<1, 
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例 3 设 B96, 7?) 是 以 原点 为 中 心 ,，? 为 半径 的 闭 球 下面 
证 明 
[BC0, 7)] = B00, 1) , 


由 线性 代数 知识 知 ， 当 w 位 于 以 0 为 端点 、 经 过 y 的 射线 

上 时 ， 有 [BCo,r)?] 
《xz，yY>= 一 [zy 
设 yE [B(9，7)] 了 ，y 是 
以 9 为 端点 、 经 过 yy 的 射线 与 
B (9.7) 边 界 的 交点 { 见 图 20), 则 
由 配 极 的 定义 。 有 , 
lz, y)=|z|1y|=r|y|. 图 20 


故 |y| 志 地, YE€B(9, 二 ), 即 [B(0.7)]CB (0 +). 
反之 , 设 ze B (0, 地)， 则 对 YrE BC9，r)， 有 


《z， 2 一]x 上 zjeogy<yr 二 .1 一 2 
其 中 v 是 9z 和 94 之 间 的 夹 角 ， 所 以 。 E[B(9，r)]， 即 [B(b， 
7)]'B (9， 二 )， 最 后 得 到 [B(9, 7)]'=B (0, 二), 


定理 7.1 设 允 ， 开 ， 形 :是 R" 中 的 非 空 集合 ， 则 有 下 
列 结论 成 立 ， 

1) CU) 一 20 站 Ma 

2) 如 果 MICM,， 则 TCM， 


3) 如 果 4>0， 则 (4M)" = 地 人 1， 


4) MH" 是 包含 原点 的 闭 屿 集 ， 
证 明 1) 由 配 极 的 定义 ， 有 
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(UMD) 一 1y|z，yY>S1，7EJhIUM)} 
= 一直]Kr，yY> 生 1，7E 开 站 {y] 2， 
yl, wEM,} 
=M. NM,., 
2) 如 果 YCCH， 则 开 ; 二 和 WU (MAM1), 于 是 由 1) 知 
M',= MN (MA MN) CM 
3) 如 果 yxE C4 肛 )"， 则 由 配 极 的 定义 ， 对 于 VAy€ 4NL， 
有 《4y，77> 委 1， 即 对 于 VyE 开 ， 有 (Y，47> 委 1， 而 这 表示 47 


EM ，zc (FM. 


类 似 可 证 其 逆 也 成 立 ， 

4 由 例 1， 例 2 可 知 ，R" 中 一 个 点 构成 的 集合 的 配 极 是 FR" 
或 闭 半 空间 。 则 由 1) (1) 的 结论 可 以 在 任意 个 集合 的 情形 成 立 )， 
有 

M=[Ut{r}= Nt{z}., 
所 以 对" 是 闲 半 空间 族 的 交 ， 故 它 是 闲 西 集 ， 因 为 每 一 个 {x+}" 包 
含 原点 ， 所 以 肛 ' 包 含 原 点 , | 

定理 7.2 设 和 NCR". 

1) 如 果 六 有 界 ， 则 69 是 用 "的 内 点 ， 

2) 如 果 0 是 型 的 内 点 ， 则 1 有 界 ， 

证 明 1) 设 玉 有 界 ， 则 存在 >0， 使 WCB(9，r)， 由 定 


理 7.1 的 2) 知 ，B (9， 二 )CMM*， 而 这 表示 9 是 MM' 的 内 点 ， 
2) 如 果 9 是 2 的 内 点 ， 即 存在 > 之 0， 使 B(9，r)Ca。 同 
样 由 定理 7.1 的 2) 知 ，M'CB (9， 二 ) ， 这 表示 MM" 是 有 曾 


的 .【 
定义 7.2 设 必 是 RE” 中 的 集合 ， 以 "是 了 的 配 极 ， 称 MM” -= 
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(2 好) 为 戏 的 双 配 极 ， 
定理 7.3 设 攻 是 EB" 中 的 集合 ， 则 
M"**=clco( {0} UM), (3) 
即 M ”是 包含 6 和 和 的 最 小 闲 同 集 . 
证 明 由 (2) 式 及 其 后 的 说 明 ， 有 
2 一 Kly, D=N Kly, 1). (4) 


CECYy,1) 


因为 双 CKR(y，1)，0E 尺 (y，1)， 故 由 (4) 式 知 ， 攻 "是 包含 9 
和 用 的 闭 凸 集 ， 但 clco( {6}U MM) 是 包含 98 和 MM 的 最 小 闵 凸 集 ， 
所 以 ，M”* 太 clco({9}UM). . 
设 z2¢clco({9}UM)， 要 证 明 zg MM“， 从 而 M* 不 包含 不 
是 elco({fb}UM) 的 点 ， 故 M…Celco(fb}UM)， 最 后 得 到 (4) 
成 立 。 而 要 证 明 z 4 M'*， 根 据 (4)， 只 要 找到 一 个 包含 用 而 不 
包含 z 的 闭 半 空间 及 (xw，1) 即 可 . 
根据 定理 6.6， 存 在 clco({9}U 用 ) 的 支撑 半空 间 K(y，a)， 
zgK(y,， a)， 则 
max{Ca, 'y)|zEclco({9}U M)} =a<lz, y). (5) 
因为 gEelco({b}Ua)， 故 a 宇 9， 所 以 存在 6>0， 满 足 ， 
max{C%, y)|xEclco( {0} UM)}EB Tz, y). (6) 


” 令 w= 育 ?， 则 由 (6) 式 得 


max{C%, uwEclcol {OU M)} EI1<, w), (7) 
出 (7) 式 知 ，NCE(C(u，1) 且 z 呈 KK (uw，1)， 即 外 (ww，1) 就 是 所 
求 的 闭 半 空间 . | 
由 定理 7.2 和 定理 ?7.3 直接 得 出 下 面 的 推论 ， 
推论 7.3.1 设 0 是 R" 中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 凸 集 ， 
则 C "也 是 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 凸 集 ， 且 0"*=0， 
证 明 留 给 读者 。 
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在 推论 7.3.1 的 条 件 下 ， 由 9EintC 知 C 的 每 一 个 支撑 超 平 
面 都 是 正常 的 ， 日 对 于 某 一 个 唯一 的 yERAN{0， 它 具有 瑟 (y， 
1) 的 形式 ， 于 是 CCKK(y,1)， 而 这 表示 yEC"， 

定理 7.4 设 0 是 8" 中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 山 集 ， 对 
于 Yy ER"， 下 面 两 个 条 件 等 价 ， 

1) H(y，1) 是 C 的 支撑 超 平面 ， 

2) yEbdC"， 

其 中 bdC "表示 0" 的 边界 对偶 地 有 ， 对 于 YrE R",， 下面 两 
个 条 件 也 是 等 价 的 ， 

3) (xz，1) 是 C" 的 支撑 超 平 面 ， 

4) rEbiO, 

证 明 设 1) 成 立 则 yEC' 匡 


sup%, y> =1, (8) 


假设 .yEintC ， 则 对 于 某 一 个 4>>1， 有 447yEC" 改 由 配 极 的 
定义 得 


Sup(?， 4y> 魏 1， (9) 


从 而 得 到 sup《x，y) 过 了 <1， 这 与 (8) 式 芳 盾 ， 所 以 ye bd0，， 


即 2) 成 立 ， 
反之 ， 设 2) 成 立 ， 显 然 YEC"\{0}， 故 由 配 极 的 定义 知 


0<sup'y， yY> 委 1 {10) 
假设 (10) 式 右边 是 严格 的 不 等 式 ， 则 对 于 某 一 个 4>1， 下 面 的 
等 式 
supl%, Ay)=1 
EO 
成 立 ， 而 这 表示 4y E 0， 因 为 4Eint0'"，y 在 连结 0 与 4y 的 线 
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段 中 ， 根 据 定理 4.5，y EintC" ,这 与 条 件 了 矛盾 ,所 以 有 
Sup y)=1, (11) 


最 后 ， 由 C 的 紧 致 性 及 线性 函数 的 连续 性 ，(11) 式 中 的 上 确 界 
可 以 达到 ， 故 H(y，1) 是 C 的 支撑 超 平面 ， 即 1) 成 立 ， 

因为 3)，4) 中 ，C，C' 是 完 侈 对 称 的 角色 ， 且 C=C”， 所 
以 由 1) ，2) 的 等 价 性 得 出 3)，4) 的 等 价 性 ，| 

推论 7.4.1 设 C 是 RB" 中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 几 集 
则 对 于 Vv# E R"，Yy € R"， 下 面 四 个 条 件 等 价 ， 

1) H(y, 1) 是 C 在 4 的 支撑 超 平 面 ， 

2) H(zx,，1) 是 0' 在 y 的 支撑 超 平 面 ， 

3) x2, y=1, aEbdC, yEbdO', 

其 中 bdC，bdC “分别 表 示 C，C ”的 边界 . 

4) Cx, y=1, TEC, y=0., 

证 明 ”由 定理 7.4 的 1)，2) 的 等 价 性 推出 1)， 3) 的 等 价 性 ， 

由 定理 7.4 的 3)，4) 的 等 价 性 推出 2)，3) 的 等 价 性 . 

显然 ， 由 3) 推 出 幻 的 成 立 ， 为 了 得 到 定理 的 结论 ， 只 要 证 明 
4) 推 出 1 的 戌 立即 可 ， 

设 4) 成 立 ， 因 为 yEC", 故 CC 在 (y,1). 由 《zy>=1 可 知 ,z 
EH(y，1)， 因 为 xEC， 所 以 H(y, 1) 是 C 在 4 的 支撑 超 平 
面 ， 即 1) 成 立 . | 

2. 共 固 面 

设 C 是 ER" 中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 号 集 ， 了 是 CC 的 类 
嘉 面 ，G 是 0' 的 暴露 面 ， 邻 

Fs~{yEC'|lx, y)=1, xEPF}, (12) 
G*={xECICz, y=1, yEG}. (13) 
集合 了 是 存在 的 ， 因 为 如 果 六 是 C 的 正常 暴 堪 面 ， 则 由 推论 
7.4.1 中 1) 和 4 的 等 价 性 ， 当 且 仅 当 太 (yy, 1) 是 C 的 包含 了 了 的 
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支撑 超 平面 时 ，y €E F*， 同 样 ，G^ 也 是 存在 的 . 
定理 7.5 设 C 是 "中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 是 集 ，F 
是 C 的 正常 暴露 面 ， 则 由 (12) 式 定义 的 F* 是 0' 的 正常 暴露 面 . 
对 于 C ”的 正常 暴露 面 6， 相似 的 结论 也 成 立 ， 
证 明 只 证 明 第 一 部 分 ， 第 二 部 分 证 明 相似 ， 
出 (12) 式 ， 有 
?=N(C NH(s,1)). (14) 


因为 面 FF 是 正常 的 , vx EF 是 bdC 中 的 点 , 故 由 定理 7.4 中 3)》 
和 4) 的 区 价 性 知 记 (x,1) 是 0° 的 支撑 超 平面 。 所 以 ,每 一 个 集合 
C 站 (zi 是 C 的 正常 暴露 面 ， 故 根据 定理 6.13,F* 是 C" 
的 暴露 面 . 

再 证 FA 是 正常 的 ， 由 Ps 的 构造 ， 它 或 者 是 正常 的 ,或 者 是 
空 集 . 因为 了 是 正常 歇 赴 面 , 故 存 在 0 的 支撑 超 平面 H(y,1)， 
使 =CNH(y,1). 根据 前 面 定义 F^ 所 作 的 说 明知 道 ,y € 了 ^， 
即 Fs 沽 情 ， 所 以 7^ 是 正常 的 .| 

与 双 配 极 类 似 ,“ 入 ”运算 也 可 对 PF 再 运用 一次， 并 表 示 为 
(FA)^*= PA， 由 定理 7,5, 如 果 卫 是 的 正常 暴 露面 , 则 了 人 4 
是 C 的 正常 暴 韦 面 . 

定理 7.6 设 0 是 R* 中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 串 集 , 
是 C 的 正常 暴露 面 ， 则 F^4 二 了 ,对 于 C "的 正常 暴露 面 9， 相 


似 的 结论 也 成 立 ， 
证 明 ”只 证 明 第 一 部 分 ,第 二 部 分 证 明 相似 。 
由 定义 ， 有 
Fs= NCNMNH(y,D). (15) 


YER 
因为 当 且 仅 当 瑟 (y ,1) 是 C 的 包含 了 的 支撑 超 下 面 时,y € Ra， 
故 由 (15) ,了 *^ 是 C 的 包含 了 的 所 有 正常 暴露 面 的 交 . 但 已 也 
是 C 的 正常 暴露 面 ,所 以 这 个 交 就 是 面 王 。] 
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根据 以 上 证 明 的 结果 ,可 以 定义 下 面 的 概念 . 

定义 7.3 设 C 是 RB" 中 包含 原点 为 其 内 点 的 紧 致 是 集 。 对 
于 C 的 肉 尾 面 了 , 称 由 (12) 式 定义 的 了 (CC 的 暴露 面 ) 是 三 的 
共 罗 面 ， 对 于 C "的 暴露 而 G, 称 由 (13) 式 定义 的 G^(C 的 暴 需 
面 ) 是 G 的 共 罗 面 . 

定理 7.5, 定 理 7.6 的 结果 表示 ,C 和 C 的 暴露 面 可 以 组 成 
一 对 相互 共 轿 的 面 了 和 G. 


§ 8 凸 锥 


凸 锥 是 极 值 问题 中 的 主要 研究 对 象 之 一 ， 
五 " 中 的 集合 五 称 为 以 ze 为 顶点 的 凸 锥 , 是 指 它 包含 每 一 条 
从 ze 出 发 且 通 过 KK 中 的 点 的 半 直 线 , 即 对 于 VzE 天 ,4>0, 有 
wo 二 AZ 一 wo)E 天 ， (1) 
如 图 21 所 示 。 特别 地 ,以 w=6 为 顶点 的 锥 的 特征 是 4>0 时 ， 
有 
AKCK. (2) 
(2) 式 表 明 ，K 对 正 数 乘法 是 封闭 的 , 它 是 从 原点 出 发 且 通 过 下 
中 的 点 的 全 体 半 直线 的 并 ,可 以 包含 原点 ,也 可 以 不 包含 原点 ， 


. 图 21 

下 面 只 研究 以 原点 为 顶点 的 山 锥 ， 

1。 凸 锥 的 定义 和 基本 性 质 

定义 8.1 在 BR* 中 ， 是 山 集 的 锥 称 为 山 锥 . 

例 1 RE”, 名 ,ER" 中 过 原点 的 闲 , 开 半空 间 , 子 空间 都 是 由 
。76 。 


例 2 R" 中 的 两 个 重要 的 山 锥 是 ， 

1) 非 负 豆 锥 {t==(&1,.… ,6,)161 宇 0,.… ,£, 宇 0}， 

2) 正 真 锥 {4=(61,…… ,5&4)|&1>0,.…… ,56>>0}, 

定理 8.1 设 玉 是 BR" 中 的 集合 ， 则 是 山 锥 的 充分 必要 
条 件 是 它 对 于 加 法 和 正 数 乘法 封闭 . 

证 明 设 下 是 屿 锥 ,由 于 大 是 锥 , 它 对 正 数 乘法 是 封闭 


的 ，K 又 是 是 集 , 则 对 于 VxEK,vYyEK,4== 二 ,有 


Lr.l 
nie 4 十 2yEk, 


所 以 ,x +y 二 2zEK, 即 它 对 加 法 封 闲 ， 

反之 ， 设 KK 对 加 法 和 正 数 乘法 封闭 ， 因 为 及 对 正 数 乘法 封 
闭 , 故 下 是 锥 , 对 于 VrEK,vyEK,0<4<1, 则 (1 一 A)zxEK， 
4yE 五 ， 而 由 天 对 加 法 的 封闭 性 ,又 可 以 得 到 

(1—A)v+AyEKR, 
所 以 下 是 凸 集 .由 定义 8.1, 是 凸 锥 .1 

推论 8.1.1 设 天 是 ER" 中 的 子 集 , 则 天 是 西 锥 的 充分 必要 
条 件 是 K 包 含 它 的 元 素 的 全 部 正 线性 组 合 , 即 如 果 x;E ,4;>>0， 
i 二 1,…,m, 册 | 

4 十。 十 jndmnE 下 。 (3) 

证 明 留 给 读者 ， 

推论 8.1.2 设 6 是 "中 的 子 集 ,KK 是 5 的 元 素 的 正 线性 
组 合 的 全 体 组 成 的 集合 ， 则 五 是 包含 8 的 最 小 凸 锥 。 

证 明 由 推 论 8.1,1, 下 是 凸 锥 且 玉 活 S， 另 一 方面 , 每 一 个 
包含 8 的 西 锥 一 定 包含 3 的 元 素 的 正 线性 组 合 的 金 体 ,因而 一 定 
包含 六 。 故 是 包含 3 的 最 小 山 锥 ,i 

推论 8.1.3 设 C 是 总 "中 的 凸 集 , 令 
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K={2x|4>0,.r€ 0}=UAC, (4) 

则 天 是 包含 C 的 最 小 凸 锥 ， 
证 明 显然 , (4) 式 定义 的 大 对 正 数 乘 法 是 封 闲 的 ， 设 41x， 
EK,AroEK, 其 中 A>0, 42>0, XY1EC ,XE COC. 因为 C 是 由 


. A 4 zi 
集 ,0< 了 了 人 <1,0< 夺 计生 1 , 帮 开 全 有 + AtAs 
EC， 从 而 和 4 

het t= (TA 


所 以 五 对 加 法 封闭, 天 是 凸 锥 ， 

五 的 每 个 点 均 可 看 成 C 的 点 的 正 线性 组 合 ,所 以 包含 在 C 
的 点 的 正 线性 组 合 的 全 体 所 成 的 集合 之 中 ， 

设 z tn EC 0i1 人 则 由 于 C 是 凸 集 ， 
知 


人 1 十。 十 
1 


44 
十 一 十 An 
TT )e 入， 这 表示 0 的 点 的 正 线性 组 合 的 全 体 所 成 


的 集合 包含 在 天 中 ， 所 以 是 C 的 点 的 正 线 性 组 合 的 全 体 所 成 
的 集合 。 由 推论 8.1.2,K 是 包含 C 的 最 小 山 锥 .1 

定义 8.2 由 推论 8.1.2( 推 论 8.1.3) 中 的 是 锥 加 上 原点 
所 成 的 集合 称 为 由 S(C) 生 成 的 凸 锥 或 锥 包 , 用 coneS (coneC) 
表示 . 

从 上 面 的 定义 知道 ,coneS 与 包含 8 的 最 小 凸 锥 一 般 是 有 区 
别 的 . 如 果 3 关 作 ,coneS 由 4 的 点 的 非 负 线性 组 售 的 全 体 所 成 
的 集合 组 成 .我 们 规定 ,cone 人 = 作 . 

定理 8.2 任意 个 凸 锥 的 交 是 凸 锥 ， 


证 明 留 给 读者 。 
例 3 设 b.ER",iEI,T 是 任意 指标 集 ， 则 
K={rE R"|(z,b)<0,iET} (5) 


s 78。 


是 是 锥 ,因为 它 是 闲 半 空间 族 的 交 . 

(4) 式 中 的 “ 声 ” 可 以 用 “ 守 ”, “<”, “之 ”, “二 * 代 赫 , 所 以 联 立 
齐 次 线性 方程 和 不 等 式 组 的 解 集合 是 屿 锥 . 

定理 8.3 设 玉 是 包含 原点 的 凸 多, 则 

1) KK--K={r-y|xEK,yEK}=affkKk 是 包含 K 的 最 小 
子 空间 ， 

2) (一 天 ?人 五 是 包含 在 天 中 的 最 大 子 空间 . 

证 明 只 证 明 1),2) 的 证 明 留 给 读者 . 

容易 证 明天 一 下 是 子 空间 . 因为 天 包含 原点 .因而 KCK 一 
五 ， 假 设 还 有 一 个 子 空间 D, 使 DDK,DCK 一 K, 且 (K 一 KN) 
DG. 令 zE (KKND, 则 zE EK- 一 玉 ,zDD , 故 可 设 3==% 一 y， 
XEK,yEK, 于 是 x€ED, yED. 因为 DD 是 子 空间 , 故 % 一 
YED ,矛盾 、 所 以 上 一 KK 是 包含 下 的 最 小 子 空间 ， 因 为 包含 原 
点 的 集合 的 伪 射 包 是 子 空间 ,所 以 K 一 K=affK. | 

定理 8.4 设 丰 ,, 玉 ,是 包含 原点 的 凸 锥 , 则 

K+K;,=co(K.U EK;)., 

证 明 留 给 读者 . 

2. 共 簿 凸 稚 

下 面 讨 论 了 凸 锥 的 对 偶 理 论 . 

定义 8.3 设 K 是 "中 的 凸 锥 , 则 

K*={r*E RCs, wv*)>0, +E RK} (6) 

称 为 下 的 共 斩 锥 . 

显然 ,XK* 是 凸 锥 ， 

例 4 对 于 例 2 中 的 非 负 真 锥 天 ,可 以 验证 玉 * = 天 

图 22 是 E? 中 的 凸 锥 及 其 共 斩 锥 . 

定理 8.5 设 K 是 "中 的 是 锥 , 则 下 * 是 闲 西 锥 . 

证 明 设 wtEK*, k=1.2,， "A 由 定义 8.3， 
对 vxEK, 有 
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图 22 


《48 > 之 0。 (7) 
在 (7) 式 中 令 有 > 时 取 极 限 ,得 
C2, w%) 0, 
即 xt EK*, 故 K* 是 闭 集 ,因而 是 闭 同 锥 ,| 
定理 8.6 设 K 是 8" 中 的 凸 锥 , 则 


K*= (clK)*, 
证 明和 留 给 读者 . 
定理 8.7 设 K 是 BR” 中 的 闭 同 锥 ,对 于 Yr*EK*， 
《wo L*>>0, (8) 
则 zx。EK. 


证 明 假设 相反 ,xzo 科 到。 由 定理 5.8, 存 在 3* 和 8 之 0, 对 于 
YzE 大 ,满足 
《Yo T*) EAL, TF*) —e, (9) 
下 面 证 明 inf《x,3*>=0. 
因为 山 锥 包含 x 则 一 定 包含 x,4>0, 令 4>0, 知 是 锥 一 定 
包含 有 充分 接近 于 0 的 点 ,由 天 是 闲 集 , 故 0E 天 , 则 inf (2, E> 
<0, 
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假设 存在 *, E 天 ,使 (2 < 之 0, 取 x 一 1%1ER,4>0, 则 《x， 
7 一 但 由 (9), <w,z*》 有 下 界 , 矛盾 ,所 以 inf Cz%, 
二 4 一 0。 从 而 对 于 V% ER,，《w,z*) 守 0, 故 FY*EK*， 
在 (9) 式 中 令 x=0 得 (yoz54 魏 -ee. 这 与 (8) 式 的 条 件 巴 
盾 , 所 以 zeE 开 .是 
与 配 极 的 情形 类 似 , 称 天 灯 =( 民 +)# 为 天 的 双 共 辆 锥 . 
定理 8.8 设 K 是 R" 中 的 闭 山 锥 , 则 天 **= 太 ， 
证 明 由 定义 8.3 知 
K**={z|Cr, x*)>0, w*E KR*}. (10) 
如 果 xEK, 则 对 于 VYz*EK*, 《zy04 20。 改 2 天 tt 所 
以 KCK**. 
反之 , 设 +*EK**。 因 为 玉 是 闲 集 , 则 对 于 yx*EK*, 有 
Cw,t*)>0, (11) 
而 由 定理 8.7 知 zEK, 即 K**CK. 故 K+** 二 KK. 
定理 8.8 中 是 闭 集 的 条 件 是 必要 的 ,如 果 没 及 是 闭 集 
的 条 件 ,只 能 得 到 


K**—clK, (12) 
定理 8.9 设 玉 ,KK; 是 R" 中 的 凸 锥 , 则 帮 , + 尺 是 凸 锥 且 
有 
(K+ Ki)*= Ki*/NKs*, (13) 
(clK ,NeclK,)*=cl(K1+ KY). (14) 


证 明 由 定理 3,15,Ki + 下 ,是 凸 集 ， 设 *€KK1 二 让;, 则 存在 
XT1E KI, XE KR, 使 Y= 二 z+ 十 x; 但 在 4 之 0 时 ,4x ERK,Ax; EEK, 
故 4z=Azi+azzE 天 一 天 即 开 ,+ 天 :对 正 数 乘 法 封闭 ,所 以 
天 + 天 ?是 锥 ,于 是 瑟 ，， 天， 是 四 锥 ， 

由 定义 8.3,w*E (Ki + 天 2* 的 等 价 条 件 是 对 于 Ye1€K;， 
vwiEK;, 有 

《wl 十 2) 之 0， (15) 
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因为 v ,ya 是 彼此 独立 变化 的 ,在 (15) 式 中 分 别 令 #1,x; 趋 于 6， 
则 (15; 式 又 等 价 于 
Cri, rT*>0, XEK,, (16) 
vos TV 0,r, ERK, (17) 
同时 成 立 , 即 zxE KI*, x*EK 及 2*， 所 以 2*E(K1T+ 下 2)* 等 价 于 
zt#E KX* 介 K2*, 故 (13) 式 成 立 . 
从 (12) 式 知 
| Ki**—=clK,, K.**—clk,, 
则 利用 (13) 式 得 
(clK .NNcIK2)*= (KN KER) oT (KI* + KR*)*]* 
=(K*+ RK)**~cl(K,* + KEK,*). 
(18) 
故 (14) 成 立 ， 
定理 8.10 设 天 是 玫 " 中 的 凸 锥 ， inf(%,2°)>—%. 则 x” 
EEKE*， 如 果 xz EintK, 则 对 于 yr EK"*,x* 关 0 时, 《x.x*)>0. 
证 明 在 inf<x,x”》 之 一 co 时, 用 定理 8.7 中 类似 的 方法 可 
以 证 得 inf 《x， xX”)=0, 故 x EK”. 
如 果 wwEintK , 则 存在 0, 使 -eBCK, 其 中 BB 是 欧 氏 单 
位 球 ， 玖 对 于 w ”EK"* 及 ysEB, 有 
(r+ez,r")>0, (19) 


当 z" 关 8 时 ,利用 (19) 式 得 


《rz esup—s, 0") >e To > el |>0, | 


3. 凸 锥 的 分 离 定理 
由 于 凸 锥 是 一 类 具有 特殊 性质 的 凸 集 , 所 以 上 同 锥 分 离 的 概念 
与 是 集 分 离 的 概念 稍 有 不 同 ， 我 们 将 要 讨论 多 个 凹 锥 〈 而 不 仅 关 
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两 个 山 锥 ) 分 离 的 重要 特点 ， 为 了 使 读者 对 四 锥 分 离 的 概念 更 易 
干 理解 , 先 从 保证 山 锥 分 离 的 一 些 条 件 开始 讨论 ,再 定义 凸 锥 的 分 
高. 


定理 8.11 设 Ki,…,Ks 是 R" 中 的 凸 锥 , 则 站 羽 : 一 纪 的 


必要 条 件 是 存在 不 全 为 8 的 x*EK*,i=1,'… ,mMm ,满足 
+ 十 十 2 一 0 (20) 
证 明 ”考虑 元 素 为 式 =(z…，,zo) 的 内 xz2 维 空间 ER",， 
其 中 ziER", i 一 1, 7 显然 式 王 (zi al) 与 X"= 
(zf,，** ,和 %) 的 内 积 可 以 写成 
《其 不 ”一 《id 二， 十 《 作 向 罗列 )。 
设 
EE={v 0 tn) ER Tn E Kr}, 
9 个 
巨 -={Gz 1zER9。 
容易 验证 ,有 和 无 都 是 凸 锥 ， 


设 门 ,= 多 , 则 


i=1 
KNPE=%, 
由 定理 5.5, 在 ”中 存在 不 为 9 的 点 六 ”二 (zf,，… ,2%), 使 对 
于 xER",t,EK,,1=1,.，.,m, 福 足 
CL) TH) tm ET +t 《rm (21) 
由 (21) 式 知 , 《Yi, X77 在 玉 ;, 上 有 下 界 ,， i=1,'…',m， 所 以 由 定理 
8.10 得 到 
2 全 天 一 1 和， (22) 
(21) 式 也 说 明 《x,zxi? 二 .… 十 x%) 在 EB" 中 有 上 界 , 故 


wi+'.*+ w=, 
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这 是 困 为 非 零 线性 函数 在 R* 上 是 无 界 的 .上 
定理 8.12 设 KK,,…,K， 是 R" 中 的 是 猴 , 且 KNintk, 作 
和 int 有 天 绍 ， 令 K=KfN: NK,. 出 


KEK"*"=KRKt1+...+K*, (23) 
证 明 根据 共 轿 锥 的 定义 容易 证 明 
K*OKt+... + K+. (24) 


于 是 只 要 证 明 反 向 的 包含 关系 也 成 立 ,就 证 明了 (23) 式 . 
设 wz”*EK",w* #0,K,={x1《z,x*>< 之 0}， 则 
KNK=. 
设 vy* EK$,y" 关 9, YEKo， 则 由 《2,2"》 过 0, 而 (4%,y") 之 
0 知 z” ,y "线性 相关 , 故 存 在 不 全 为 0 的 ci, wz， 满足 


Cao ”一 Cay 一 0 
但 季 天 0,y* 关 9, 所 以 ws 六 0) 故 好 一 2 其 中 1 一 2， 因为 %E 
2 


KK,, 则 0<<《w,y*) 二 4Lx >， 注意 到 (zz >》<0, 于 是 4<0， 
如 果 y*=9, 可 以 设 y* ==0.x"， 所 以 . 
Es={y"|y = Av" ,4<0}. 
因为 KK 站 KK= 名 ,由 定理 8.11, 存 在 不 爹 为 0 的 y EKt,x* 
EK?,i=1,.* ,Mm, 满 足 


y ”十 29 二。 十 Xu 一 0 (25) 
根据 K$ 的 结构 ,(25) 又 可 改写 为 
一 42 ”一 2 十 。 十 了， (26) 
其 中 4 和 0 下面 证 明 4 天 0， 
假设 相反 ,4=0。 由 (26) 得 
vf. 一 v=， 


且 wf,…… ,zn 不 全 为 8， 这 表示 至 少 有 两 个 好 不 为 6, 不 妨 设 x 了 
天 0, 巡 关 909， 由 已 知 条 件 , 取 
toEEK Nintk, NN (Nintk,, 
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则 由 定理 8.10， 得 
《ze ts)>0,70, 1)0,1F2, 

于 是 得 出 矛盾 的 结果 ， 

0=(mo tT+ :+ Wh) =v WI) 十 《Oo 0 十 

二 《2zoy0m7 >0, 

所 以 ,4 天 0。 

由 (26) 式 得 

1 


1 . 
4 一 (一 立 )z? 十 。。 +(— 二 )s% ERt+ “Kh 


(27) 
所 以 ,K"CEKT+*.*+ KK». 1 
图 23 是 定理 8.12 证 明 的 示意 图 . 


定理 8.13 设 KK,,*， ", 尺 m 是 "中 的 屿 锥 , 令 
K=KN:..NEK,. 


则 
K*=K?+."'+kKs (28) 
成 立 或 存在 不 全 为 8 的 点 x* EK? ,i=1,.，*,?m, 使 
w+ +en=0, (29) 
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证 明 ” 回 到 (26) 式 ， 如 果 对 于 爹 部 x”EK", 在 (26) 式 中 4 
<0, 则 wz"* 可 以 表示 成 z* EK* 的 和 ,i=1,.…,m, 这 时 (28) 式 成 
疗 ， 如 果 对 于 某 个 xz* EK"*,4 二 0， 则 (29) 式 成 立 . ‖ 

从 定理 8.11 知 , 当 K 门 … 站 KK, = 名 财 , (29) 式 威 立 ， 而 由 
定理 8.12 的 证 明 过 程 又 知道 ,在 (29) 式 成 立时 , 交 Ki 人 Nint 天 :人 
站 int 天 vv 一作. 所 以 我 们 按 下 面 的 方式 定义 由 锥 分 离 的 概念 ， 

定义 8.4 设 玉 ,,……, 太 ,是 ER" 中 的 上 同 锥 ， 如 果 存 在 不 全 为 
0 的 zx*EK*,i 一 ],:…:,m, 使 

Xt+ .+ r=0， (30) 
则 称 凸 锥 天) ,… ,天 可 以 分 离 。 
定理 8.14 设 KK,,K, 是 R" 中 的 凸 锥 ， 则 下 ,KK 不 能 分 离 


的 充分 必要 条 件 是 ， 
1) Ti 下 Tri 天 ;天 个 ， (31) 
2) LinkK + LinK,=— AR", (32) 


证 明 全 部 证 明 分 为 三 个 部 分 , 
首先 证 明 KK,, 大 ,不 能 分 离 的 充分 必要 条 件 是 ， 
9€int(K,—K,). (3 
如 果 大 1, 下 ,可 以 分 离 , 则 根据 定 义 8.4, 可 以 找到 x1E KY， 
x2EK?, rT0, 满足 x1 二 X=9. 故 对 Vr EKi,Yx;EK,， 有 
CW m2 t= Ct, TT + 《Ys KY 0. (34) 
由 (34) 式 立即 可 以 得 到 ,0&int( 下 :一 六 )。 因 为 如 果 0€int(K， 
一 下 3) , 则 当 之 0 充分 小 时 ,一 edfE 大 一下， 即 存在 XE Ki, 
E 开 ,使 一 22 一 事 ! 一 于。， 故 
《五 :一 开 2， 4 > 二 一 2 2 2<0， (35) 
这 和 (34) 式 矛盾. 
反之 , 设 0 和 int( 天 ,一 站)， 这 时 0 和 int (K, 一 太 ,) 可 以 分 
离 , 所 以 由 定理 5.5, 存 在 和 9 天 0, 当 waiE 天 zsE 下 目 2i 一 oaE 
int(K;—kK,) 时 
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《fi 一 2) 之 0 (36) 
在 (36) 式 中 设 ?二 xw*， 弛 一 一 4", 分别 令 X09，t1 产 8， 但 
rEK*, rEKY, 有 vr or=0， 由 定义 8.4 知 , 玉 1, K; 可 以 分 
离 . 
综 上 述 得 到 ,天 : ,天 : 不 能 分 离 的 充分 必要 条 件 是 9 Eint( 太 ， 
—K,). 
再 证 明 如 果 1) ,2) 至 少 有 一 个 不 满足 时 ,下 1, 玉 ,可 以 分 离 . 从 
而 可 知 当 五 ,五 ;不 能 分 离 时 ,1) ,2) 两 个 条 件 都 成 立 ， 
如 果 1) 不 满足 , 即 riK, 门 riK,= 名 . 则 由 定理 5,5, 存 在 x” 尖 
6, 对 于 Yrx1EriK,,Yx,EriK,, 满 足 
wis LT, 0 >。 (37) 
在 (37) 式 中 ， 设 z= 二 wx" 二 一 2 分 别 令 71 一 9, zx;->9, 得 光 ! 
EriK)*, rs#E(riK,)’, 有 r++ vm 为 cIK,=cl (rik,), 
K?=(clK.,)* 一 (riK,)*,i1 二 1,2, 故 由 定义 8,4, 天 天 :可 以 分 离 . 
如 果 2) 不 满足 , 即 LinK, +LinK, 关 RR*， 因 为 对 于 凸 锥 ,69 
EclK, 且 Lin (clK)=LinK, 故 KCLinK。 所 以 Kj 一 K,C 
LinK, 一 LinK,=LinK,+LinK;. 但 因 2) 不 满足 ,LinK, + Lin， 
是 8" 的 真子 空间 ，(Lin K+Lin K,)!+ 关 名 取 w*€ (Lin Ki+ 
LinK,)!+,w* 60, 则 对 Vx1 EK,,YxzEKs, 有 


《41 一 和 ai0 ”> 一 0， 


进行 和 上 面 类 似 的 推 证 可 知 , 玉 ,,K; 可 以 分 离 ， 

最 后 证 明 1), 2) 两 个 条 件 成 立时 ,bgEint( 天 ;一 到 :) ,从 而 K,， 
下 :不 可 分 离 。 设 ee 是 R" 中 的 标准 正 交 向 量 , 因 为 条 件 2) 
成 立 ,eiELinKl+LinKs,k 一 1,.…,n， 故 存在 gELinK,.f， 
ELinK,, 使 ei=g 一 fi， 设 g=gi t+gn, 了 一 万 十 ,十 
f 显然 g ELinK, ,了 ELinK。,， 因 为 条 件 1) 成 立 , 可 取 x EriK， 
fri 瑟 *。， 于 是 可 以 选择 充分 小 的 * 之 0, 使 
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1 本 1 
vot e(g1— le )exveotel 1 nil )e ks, 
k=1,..……,n, 
Ye 一 元 十 ] gERI, Yt 


设 e=g 一 f=er+ dew 则 


mre en 


=e(e,— i ) ER Kahl en, (38) 
£ 
y= (sie )- (ce Tf )- 启 n+1 EK: 一 下 
(39) 


因为 yoyi ya 仿 射 无 关 , 故 单纯 形 S$S "yoyl， ya)C 天 1 
一 kK,. 但 GEintS"(yo,yi ya) 所 以 0OEint( 尼 一 区) 
利用 定理 8.14, 用 归纳 法 不 难 证 明 下 面 的 结果 ， 
定理 8.15 设 天 ,，……' 天 是 局" 中 的 凸 锥 ， 则 天, 开 。 
不 能 分 离 的 充分 必要 条 件 是 ， 


1) rik,NNriKs/N NriK, A , (40) 
2) LinK.fN:: NLinK,_ +Link,= R’,j)=2,...,m 

(41) 
证 明 留 给 读者 ， 
4. 锥 包 的 性 质 


定理 8.16 设 C 是 BE* 中 的 凸 集 , 如果 和 一 471 00 7 
EintC, 则 wwEint(coneC), 

证 明和 留 给 读者 ， 

定理 8.17 设 0,。… ,Cw 是 8" 中 的 山 集 ,9€0;,i=1,.……， 
m， 风 9 


个 cone 0,=:cone 有 Ci。 (42; 


$e 


* 33 9 


证 明 设 recone 门 C， 则 存在 zie (01,4>0, 使 z= 
i=1 i=l 


Az, 显然 ,+ EconeC;,i=1,'…… mm， 故 z& [|coneC, 因而 


i=1 


cone C ;一 cone 站 CO, 
i=1 


到】 
反之 , 设 YE 门 sonec， 则 和 EconeC i=1 1 赦 存 
i 二 ll 


在 x.E0i, 和 >>0, 满 是 x=Xizi. 故 各 1wECi, 且 0<4<1 时 ， 有 
AATIT)=(1— A OA EC il, m (43) 
选取 中 满足 : 0< ASmin4 , 故 0<A4iS1=1 ,…. ,加 ， 利 用 
jig 
(43) 式 得 
UT=(uA) AT) EC i=1, ,Mm, 


所 以 urxE 有 C.. 击 $= 二 LUTE eone | C,, 故 


i=} 


mm 


站 ConeCiCcone 中 Ci 


i=1 i=1 


于 是 (42) 式 成 立 、 | 

定理 8.18 设 C 是 "中 的 凸 集 , 则 zz*E (cone C)* 的 充分 
必要 条 件 是 对 于 YzEC,zyz*y 之 0， 

证 明 留 给 读者 ， 

定理 8.19 设 C 是 已 "中 的 凸 集 ,EC， 则 zeEcone C 的 充 
分 必要 条 件 是 对 于 充分 小 的 2>0,4zEC- 

证 明 设 xzEconeC、 则 存在 mi EC, 国 >0, 满 足 Y 一 My 


uy 4 起 , 即 X71 时 , 则 有 
2 
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4Z 一 44:0 一 (1 一 44).0+242iEC， 

反之 ,如 果 对 4>0,44 一 轨 EOC, 则 了 =MrlzEconeC。 遇 

景 后 介绍 一 种 特殊 的 凸 锥 一 一 法 线 锥 ， 后 面 将 要 经 党 用 到 ， 

定义 8.5 设 C 是 有 R" 中 的 是 集 ,x"E R*。 如 果 x* 不 与 0 中 
任何 以 a 为 端点 的 线段 成 锐角 , 即 对 wr EC,aEC, 有 

Cx—a,x" <0, (44) 

则 称 "是 是 集 C 在 点 & 的 法 线 ,在 点 a 的 法 线 向 量 的 全 体 所 成 
的 集合 称 为 C 在 点 a 的 法 线 锥 ， 
容易 证 明 ， 法 线 锥 是 四 匆 ， 

例 5 设 中 (5, a)={xER"|Cz, ba 是 闭 半 空间 ， 
H(b,0) ={rE RC,6) = 对 YrEA(D,a), 满 是 (vw 一 a， 
刀 魏 0 所 以 8 是 天 (bx) 在 Ga 的 法 线 ， 对 于 4>0, 形 如 禄 的 向 
量 的 全 体 构 成 (5,a) 在 a 的 法 线 锥 ， 

图 24 是 法 线 锥 的 几 个 例子 。 


$ 9 多 面体 集 


多 面 依 焦 是 一 类 更 要 的 凸 集 ， 它 是 用 有 限 多 个 闵 半 空间 的 交 
来 定义 的 ， 多 面体 (多 蝶 形 )， 多 面 锥 杀 是 多 面体 集 的 特殊 博 帮 
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这 一 节 研 究 它们 的 一 些 性 质 ， 

1. 条 而 体 (多 了 驳 形 ) 

定义 9.1 设 z xn 是 六 "中 的 点 , 称 直 它们 生成 的 凸 
包 cof zi 为 多 面体 ,或 多 胞 形 ， 如果 

dim co{%1,."*, Xm} =k, 

虽 称 它 为 &- 多 面体 ， 

k 维 单纯 形 S*(ro, Ti ,Xi) 是 是 六 中 k+l 个 仿 射 无 关 的 
虑 xzo2 2 的 止 包 , 故 由 定义 9.1 知 , 单纯 形 是 多 面体 的 特 
殊 情 形 ， 显 然 , 上 -多 面体 cofz，…，xz 中 中 一 定 存在 由 天 + 个 
仿 射 无 关 点 组 成 的 子 集 ， 而 它 的 任何 一 个 由 有 ;2 个 点 组 成 的 子 
集 一 定 仿 射 相关 ， 序 法 注 意 的 是 ,有 维 划 纯 形 尼 R- 多 车 体 ， 渣 开 - 
多 面体 不 一 定 是 开 维 单纯 形 , 图 25 就 是 :中 的 两 个 例子 ， 


zi rs; 
x 
EN a 
z2 by 
2 维 单 纯 形 。 2- 多 面体 2- 多 面体 
图 25 


定理 9.1 设 P 是 BR" 中 的 韭 空 集 , 则 下 面 两 个 条 件 等 价 ， 

1) 书 是 多 面体 ， 

2) 尸 是 具有 有 限 个 极点 的 紧 致 凸 集 . 

证 明 设 儿 成立 , 卫 是 多 面体 , 妈 已 =cofzi pa 则 由 
定理 4.13,P 忆 是 紧 致 山 集 ， 由 定理 6.15, ext 是 集合 {ri， 
Zn} 的 子 集 . 故 ext 忆 是 有 限 点 集 。， 所 以 条 件 2) 成 立 ， 

反之 , 设 2) 成 立 , 则 由 定理 6.14, P 是 其 极点 集 ext 的 山 
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包 , 而 extP 是 有 限 点 集 , 故 由 定义 9.1 知已 是 多 面体 ， 所 以 条 件 
1) 成 立 . 】 

除去 仅 由 一 个 点 组 成 的 多 面体 外 ， 生 成 多 而 体 P=co{ x,， 
的 集合 {z ,xm 不 是 唯一 的 ,因为 我 们 总 可 以 将 位 于 
卫 中 的 另外 的 点 xm+1,"……， 等 加 到 这 个 集合 中 去 而 不 改变 PP 的 结 
构 。 这 样 , 就 自然 产生 一 个 问题 ,是 否 存在 生成 多 面体 已 的 唯一 最 
小 集合 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 下 面 的 定理 说 明 ,extP 正 是 生成 多 面 
体 书 的 唯一 最 小 集合 ， 为 了 方便 ， 以 后 也 称 多 面体 的 极点 是 它 的 

定理 9.2 设 P 是 R* 中 的 多 面体 ， 则 

P=co(extP). (1) 

证 明 因为 多 面体 是 紧 致 凸 集 , 故 由 定理 6,14，(1) 式 成 立 。， 

定理 9.3 设 P 是 R" 中 的 多 面体 ,{zi……， xm 是 已 中 的 任 
意 有 限 子 集 ， 则 下 面 两 个 条 件 等 价 ， 


1) 尸 =cofyi Zn)}， (2) 
2) extPCfz ,rm}. (3) 
证 明 留 给 读者 , 

以 后 将 称 extP .是 多 面体 P 的 最 小 表示 . 

下 面 研究 多 面体 的 面 结 构 ， 


定理 9.4 设 书 是 R" 中 的 多 面体 ， 焉 是 它 的 正常 面 ， 则 下 
也 是 多 面体 目 extF = FextP. 

证 明 首先 ， 根 据 定理 6.8 及 定理 9.1 知已 和 不 都 是 紧 臻 
集 . 

由 定理 6.9， 五 的 极点 集合 就 是 书 的 位 于 斑 中 的 极点 的 集 
合 ， 即 ext 了 = 人 ext， 而 由 定理 9.1, extP 是 有 限 点 集 , 故 
exiA 也 是 有 限 点 集 ， 再 利用 定理 9.1, 得 到 下 也 是 多 面体 , 和 

推论 9.4.1 设 P 是 R" 中 的 多 面体 ， 则 P 的 面 的 个 数 有 
限 ， 
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证 明 由 定理 9.1 知己 的 极点 数 是 有 限 的 ， 但 根据 定理 9.4 
和 定理 9.2, 了 的 每 一 个 面 都 是 了 的 极点 的 是 包 , 所 以 面 的 个 数 是 
有 限 的 . | 

定理 9.5 设 P 是 R" 中 的 多 面体 ， 则 它 的 所 有 的 面 都 是 暴 
露面 

证 明 只 要 对 R" 中 的 2%- 多 面体 证 明 结论 成 立即 可 。 下 面 
按 % 进行 归纳 证 明 ， 

对 于 %=0,1,2, 结 论 是 明显 成 立 的 ， 设 在 多 面体 的 维 数 小 于 
,之 3 时 定理 结论 也 是 成 立 的 ,研究 R'， 中 的 -多 面体 PP， 

对 于 PP 的 非 正常 面 ,结论 是 成 立 的 .。 故 设 户 是 的 正常 面 ,如 
图 26 所 示 , 归 求 P 的 支撑 超 平 面 卫 ,使 了 =H 人 NP, 从 而 所 也 是 
忆 的 对 露面 . 


图 26 
因为 了 关 纪 , 故 设 5EriFR,H 是 P 在 x 的 正常 支撑 超 平面 , 则 


e 93 。 


五 八 己 是 尸 的 包含 的 棒 露 面 ， 根 据 定 理 6.11， 丸 是 已 的 包含 
的 最 小 面 , 故 TCHNMP， 如 果 下 = 五 人 PP, 则 是 的 暴露 面 ， 
这 正 是 要 证 明 的 结论 . 

如 果 玉 了 关 HNP， 根据 定 理 6.9， 五 是 了 站 PP 的 正常 面 ， 因 
为 dim (HN P)<k, 而 五 个 P 是 多 面体 ， 所 以 由 归纳 假 设 知 在 
aff (HNP) 中 存在 HN 人 NP 的 支撑 超 平面 H', 使 f=H'N(HNP). 
这 个 超 平面 也 可 在 成 及 的 超 平 面 4， 满足 

F=ANP. (4) 
因为 4 全 妃 的 超 平面 ， 妃 是 已 的 超 平 而 .dim 己 一 ,有 RZ23， 于 是 
dim4=k 一 2 之 1, 设 G 是 R* 中 与 4 正 交 的 二 维 仿 射 集 , (已 ) 是 
忆 在 G 中 的 正 交 投影 , 它 是 G 中 的 2- 多 面体 . 而 *(4) 仪 是 一 点 ， 
可 以 证 明 x(4) 是 xCP) 的 质点 . 

事实 上 ,如 果 设 其 相反 ,x (4) 不 是 xCP) 的 预 点 . 则 在 PP 中 可 

以 找到 点 yY 和 2 ,zy) 尖 (2) 及 对 其 一 个 2.0-22<1 有 

TA)= (1—A)r(y) + An(s). (5) 
如 黑 设 (一 2)y 2s， 则 EP 且 z(w) 一 x(4)， 这 表明 
E4, 因为 x (x(4)) 一 生 , 其 中 x-! 表 示 正 交 投 影 变换 z+ 的 逆 变 
换 ， 由 (4) 式 知 WE€E 瑟 ， 因 为 了 是 了 的 面 , 故 由 定义 6.2.yEFF， 
2E 忆 ,但 下 C4, 故 对 YiE 有 ,x(v)=x(4)。， 特 别 对 于 下 中 的 
Y 和 和 2:x(y)=zr2) ,了 矛盾， 所 以 r(4) 是 x( 忆 ) 的 硕 点 . 

内 为 由 归纳 假设 , 定理 在 k=2 时 是 成 立 的 , 所 以 在 4 中 存在 

直线 了 工 , 使 (4)== 工 Nx(CP), 则 

Hi=aff(AUL) 
是 的 支撑 超 平 面 , 时政 = 矿 , 作 PP, 所 以 瑟 , 正 是 我 们 要 寻求 的 
超 乎 面 。 

综 上 所 述 ， 定理 的 结论 对 E* 中 的 有 -多 面体 也 是 成 立 的 ,所 
以 定理 的 落 论 成 冰晶 

推论 9.5.1 设 己 是 玉 * 中 的 多 面体 , 则 它 的 每 一 个 暴 蒿 面 


® 94 。 


都 芭 多 面体 ， 旧 私有 有 有限 个 不 间 的 党 江面 . 

证 明 留 给 读者 . 

定理 9.6 设 5 是 R" 中 的 有 维 单纯 形 ,是 5 的 正常 面 , 则 
下 也 是 单纯 形 . | 

证 明 ”由 定理 9.4, 面 的 顶点 就 是 S 的 属于 五 的 顶点 , 因为 
仿 射 无 关 集 的 任何 子 集 也 是 仿 射 无 关 的 ， 所 以 了 的 顶点 集合 也 是 
仿 射 无 关 的 ， 根 据 定理 9.2, 玉 是 其 顶点 的 凸 包 , 故 卫 是 单纯 形 . | 

定理 9.7 设 8 是 RB" 中 的 & 维 单纯 形 , 了 XCextS, 令 斑 = 
co 中 ， 则 五 是 S 的 面 , 自 ext 不 一 三。 . 

证 明 设 extS={fzi…， ,7 Tn}, E>m, 
我 们 将 证 明 , 如 果 yyi: 是 8 的 两 个 点 ,对 某 一 个 1, 0<24<1, 点 
y=(1 —A)yo + AyiE 五 , 则 yo yi 也 属于 万 ,于 是 由 定义 6.2, 斑 是 
$ 的 面 ， 

因为 ext3 是 3 的 最 小 表示 , 故 对 vx E 5S, 有 

光一 MO 十 十 AgritdktLy 加 (6) 


是 十 了 


其 中 心 减 0 一 1 hl, hl 且 这 个 表达 式 是 叭 一 一 的 ， 


遇 对 于 已 的 属于 五 的 点 ,在 (6) 式 中 , 当 ji 时 ， 
41;=0, 所 以 ,对 yo,y1 有 


k++ . 4 十 1 


-toi ,RR+1, Sho=l, (7) 
$= $= 
+ . n+1 

y= Av hi0,i=1 ,R11 Ai=1, (8). 
i=1 i 


由 (7)，(8) 两 式 得 
k+1 


J 一 > [0 一 人 4o Adilr,. (9) 


i=1 
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男 一 方面 ,由 》E ,又 有 
y Ar (10) 


因为 (6) 式 是 唯一 的 ， 故 
(1 一 4)20 .24 一 0 -m1 ,RT1, (11) 
所 以 ho 二 A 二 0,5 二 01 1 有 yy 属于 三 ， 
由 定理 9.3, 知 extfCtr,*…*， Xn}， 反 向 的 包含 是 显然 成 
立 的 ， 所 以 ext 二 X. 
下 面 的 结果 是 与 多 面体 的 外 表示 有 关 的 ， 它们 涪 明 多 面体 是 
可 以 表示 成 有 限 个 辣 六 空间 的 交 的 有 界 集 , 
定理 9.8 设 巧 集 
C={r|lr, 2 0,,iET}, (12) 
其 中 Tf, mx ER",aER,iET,XoEO, 令 
T(ro) {il ro tr oa,iET}. 
则 zx。EextC 的 充分 必要 条 件 呈 襟 合 {zx* |iE T(xo)} 中 包含 % 个 
在 R: 中 ,定理 9.8 中 的 条 件 的 几何 解释 是 ,个 的 极点 x, 是 界 
定 C 的 三 个 不 通过 同一 直线 的 平面 的 交点 ， 
证 明 必要 性 ， 设 x。 是 C 的 极点 ， 而 {x* |iET(x,)} 中 线性 
无 关 的 元 素 个 数 小 于 7%. 于 是 关于 7 的 线性 方程 组 
Ct) =0, ETCY,), 
有 和 非 索 解 凶 ， 则 由 T(z,} 前 定义 及 x。EC, 当 e 之 0 充分 小 时 ,有 


roter, sr) =0,i€E TY,), (13) 
Tooter, 4 aiEI\NT(Y,). (14) 


所 以 得 到 


ToterEC, rerEC, 


= (xo+ es) + (reF) EC。 
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于 是 w。 不 是 C 的 极点 ,与 假设 矛盾 ， 所 以 {z+]iEI(z,)} 包含 % 
个 线性 无 关 的 元 素 . 
充分 性 设 zoECc,ftrrlic7T(z)} 中 包含 % 个 线性 无 关 的 
元 素 ， 将 定义 C 的 不 等 式 组 改写 为 
vo, tt) =ai, ET,, (15) 
vo Tt* a,, iEI\T,, | (16) 
其 中 7 是 T(x。) 中 nn 个 线性 无 关 元 素 z* 对 应 的 指标 集 . 假设 
zo 不 是 CC 的 极点 , 邑 存 在 一 个 4,0<A<1,x1EC,x2E0,01 天 %， 
wo= (1—A)Y + Ar,, (17) 


必 据 (15), (16) 式 ,有 
Vrs EA LE ,k=1,2, ，(18) 
而 由 (15) , (18) 式 ,只 有 - 
vrs t=a, iET ,k=1,2 (19) 
时 (17) 式 才 成 立 。 但 线性 方程 组 
Cm, Nm) =A LET,, ” (20) 


中 方程 的 个 数 为 n, {x*|iE 了 0} 线性 无 关 ， 它 具有 唯一 解 ， 这 与 
(19) 式 是 矛盾 的 。 所 以 z。 是 C 的 极点 . © 
定理 9.9 设 C0 是 8" 中 的 有 界 集 , .由 
C={x|r, x*) Sa,iEI} (21) 
定义 ,其 中 了 是 有 限 指标 集 ，z* € BR",aiE ,iET， 则 人 C 是 多 面 
证 明 因为 C 有 界 , 且 是 闭 半 空间 的 交 , 故 它 是 紧 致 曙 集 。 由 
定理 6.14， 它 是 其 极点 的 凸 包 ， 再 由 定理 9.8，C 的 每 一 个 极点 
是 形 如 具有 ?个 变量 的 个 线性 方程 的 方程 组 (15) 式 的 唯一 解 ， 
所 以 这 个 极点 由 指标 集 7 单 信 地 确定 ， 因 为 工 是 有 限 的 ,从 中 选 
出 具有 个 元 素 的 子 集 的 选 法 出 是 有 限 的 ， 所 以 极点 个 数 有 限 ， 
根据 定理 9.1 的 条 件 知 C 是 多 面体 . j 


定理 9.9 说 明 有 限 个 闭 半空 间 的 交 形 成 的 有 兽 集 或 有 限 个 
线 考 不等式 组 成 的 不 等 式 组 的 解 形成 的 有 界 集 是 多 面体 . 

设 z， wn 是 BB” 中 的 点 ， C= cot 2 是 多 面体 ， 
令 所 和 


6° (x* IC sup{ rr | EC max (wi,r*), (22) 
lim 


及 i z+")=6"(v*|0O) i=1,.…,m}， 则 由 (22) 知 
Hs {rl lr, 2*) = 60"(r" 1c)) 是 c 的 支 接 超 平面 

显 热 ,多 面体 具有 无 兴 多 个 支 反超 平面 但 是 ,如 果 从 构造 多 
画 体 出 发 , 则 并 不 需要 这 无 穷 多 个 支撑 超 平 面 ,而 只 需要 其 中 某 些 
具有 特殊 的 性 质 的 支撑 超 平面 就 够 了 .为 了 研 究 这 些 支 拌 超 平 
面 ， 我 们 给 出 下 面 和 的 定义 ， 

定义 9.2 设 C=co{ziy ,Yn}, Ti Tn 是 有" 中 的 点 ， 
jEI(z*)。 如 果 在 iEI(z*) 时 zx; 一 x; 有 % 一 1 个 线性 无 关 , 则 称 
互 o 是 C 的 极 支 撑 超 平面 . 

因为 当 i,jEI(v*) 时 ,zw;,%; 都 在 上 ,所 以 对 于 极 支撑 超 
平面 Hw 由 zi,% Gi=1, 9 一 1) 生 成 的 凸 包 是 以 yz 为 顶点 
的 ”一 1 维 单纯 形 ， 在 图 27 中 ,四 面体 04BC 由 向 量 9,%1,%,, 72， 
作 西 包 而 得 ,分 别 过 它 的 四 个 面 (人 A4B8C,A450, 人 400, 人 BCOO) 
的 支撑 超 平面 都 是 极 支撑 超 平 面 ， 而 仅 过 它 的 任何 一 条 楼 (例如 
z1%2 ) 虐 仅 过 它 的 任何 一 个 项 点 ( 倘 如 x) 的 支撑 超 平 面 都 不 是 极 
支撑 超 平面 . 

定理 9.10 设 C 是 R" 中 的 多 面体 ,intC 关 名 ，x,# CO， 则 可 
以 用 温 支 撑 超 平面 分 离 x 和 C, 即 可 以 找到 一 个 定义 极 支 撑 超 平 
出 的 2 ,满足 对 于 yz EC, 有 

Cx,T LT, ww， 《23) 

证 明 证 明 的 思路 是 ,如 果 分 离 ze 和 C 的 支 排 超 平面 了 了 ,x 不 

是 壤 过 撑 楼 平面 , 则 利用 7 将 2 修正 为 菜 一 个 向 量 x”" + a,z", 使 


。 98 。 


指标 为 i Txt 二 a, 5k) 的 
癌 量 :xy 中 线性 无 关 的 FF 
向量 数 比 指 标 鸭 i EI 了 (x*) 
的 向 量 +, 一 +; 中 线 性 无 关 
的 向 量 数 多 一 个 ， 因 为 多 面 
体 的 顶点 数 是 有 限 的 ， 从 而 
可 以 在 有 限 步 蟾 内 作出 极 支 
撑 超 平面 来 ， 

不 失 一 般 性 , 设 9 E 
intC。 四 为 多 面体 C 是 紧 致 
击 集 ， 则 由 定理 5.8. 存 在 2*ER* 及 >0, 对 YrE0, 有 


CR, dE Cro, VF Es (24) 


6* Cx*|C) ro, z*). (25) 
如 果 x 滴定 的 瑟 撑 超 平 面 有 .x 是 极 支 撑 超 平面 ,定理 得 证 ， 
如 果 4* 不 确定 极 支撑 超 平 面 ,由 定义 9.2, 沿 局 集 {x 一 2,} 中 (iE 
T(z*),j 是 T(z*) 中 一 个 固定 的 元 素 ) 线性 无 关 的 向 量 不 超过 
4 一 2 个 .而 向 量 集 fr 一 zz 一 Ti JETCzx)) 中 线性 无 关 的 向 
莉 不 超过 % 一 1 个 ,所 以 存在 5*, 满 足 


《Xi z=0, (26) 
ToT, T*) =0, (27) 
wes FT* > <O, (28) 


容易 证 明 , 至 少 存在 一 个 9€ {1,.…,m}， 满 足 
Cres T*> > 0, 


这 是 因为 98EintC ,于 是 0<6*(3*|C)= max 《x;,Z*>， 由 (26) 
一 (28) 式 , 当 1ET(z") 时 , 《xi,X*》 才 0, 所 以 gg 了 I(x")， 
当 ? 和 了 (xz ) 时 ,用 下 面 的 等 式 确定 c,E 五 ， 
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(xisr* tam)=6"(r"|C) +alro, >， (29) 


这 /pe 本 
a, 6 (x 1C) PP (30) 


Tio >>" 
由 (26) 一 (28) 式 及 1(z*) 的 定义 ,(30) 式 的 分 子 总 是 正 的 ,而 Cx。， 
二 0 对 于 gzo >>0, 所 以 ar>0. 在 ?7Tz ) 的 指标 之 
中 ,到 正 的 &; 中 的 最 小 者 , 记 为 ay, 其 对 应 的 点 为 zy PEtL 
m}。 在 放 T(z*) 时 , 《viz*><6* (0z |C)， 
故 


Crisr* traps EH*(r*|0) +aslro, 二 >， (31) 
且 
voyr* oT Ot(r*|0) ta ro, T*>, (32) 
当 iET(z*) 时 ,由 (26) 一 (28) 式 及 T(x*) 的 定义 , 对 Ya 
RE, 均 有 
KiyaR* =v, t+ oar TY 
=:6*(x*|O) +aKyo, TF*>, (33) 
结合 (31) 一 (83) 式 ， 得 
O*(x* asi*| CC). (wv*|C) 7aro, TF*>, (34) 
T(x* apr*) OI(r*) U1{p}. (35) 
因为 a 这 0 ,由 (30) 式 得 
(Wot, Rpg Tr T*)>0, 
所 以 向 量 集 { x; 一 x; ,fi 一 2;,iET(x*)} 线 性 无 关 ， 于 是 在 向 量 集 
{x 一 x; ,iET(z* +asz")} 中 线性 无 关 的 向 量 个 数 至 少 比 向 量 集 
{zx 一 x;,iET(x*)} 中 线性 无 关 的 向 量 个 数 多 一 个 ， 
由 C25), (34) 两 式 知 ,对 于 vx EC, 有 
Cw ,T+iapTt 6*(r* +api*| 0) 
‘=6*(x*|0) -aslro, 天 下 > 


人 
ro Tt) i Aro TC* 
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一 《00 rT*+apT*), 
即 z* + az 二 * 也 满足 类 似 于 (24) 的 不 等 式 ,*。 和 C 可 以 分 离 . 

如 果 在 向 量 集 {zi 一 ziETGCzx+anzy)} 中 线性 无 关 的 向 量 
个 数 等 于 7% 一 1， 则 x* 二 a,z* 即 为 所 求 的 向 量 ， 反 之 , 则 以 4*+ 
as5* 重 复 上 述 过程 ， 因 为 {1,…,m} 有 限 ,intC 关 如 ,就 一 定 可 以 
在 有 限 步 骤 内 作出 分 离 x。 和 C 的 极 支撑 超 平面 ,| 

定理 9.11 设 C 是 BR" 中 的 多 面体 , 则 C 可 以 用 有 限 的 线性 不 
等 式 组 确定 . 

证 明 如 果 intC 关 多 , 则 由 定理 9,10 及 定义 9.2 知 ,C 的 极 支 
撑 超 平面 的 个 数 有 限 ， 设 xz*,k -1,…,! 是 极 支 撑 超 平面 对 应 的 
向 量 ， 于 是 不 等 式 组 

rm Or {0C), k=:1,...,1, (3€; 
定义 了 C， 事 实 上 ,VYx EC 均 满 足 (36) 式 ,而 对 x 人 EC 则 至 少 破 坏 
了 (36) 式 中 的 一 个 不 等 式 ， 

如 果 intC = 名 , 则 取 x。E C0, 而 在 子 空间 LinC 中 集合 C 一 应 
包含 内 点 , 故 可 以 在 LinC 中 用 有 限 的 不 等 式 组 确定 C 一 zo， 但 子 
空间 可 以 用 有 限 的 线性 方程 组 定义 ,所 以 定理 的 结论 仍 成 立 . 

由 定义 9.1 及 定理 9.9 ,定理 9.11 知道 ， 多 面体 既 可 定义 为 
有 限 个 点 的 凸 包 ， 也 可 以 定义 为 满足 有 限 个 线性 不 等 式 的 不 等 式 
组 的 有 界 集 ， 

2， 多面 锥 

定义 9.3 设 天 是 "中 的 古 锥 ,如 果 在 "中 存在 有 限 个 点 
zi ao) 当 县 仅 当 YE 到 时 ,有 


t= Aiki, di20, i=1,.. ,Mm, (37) 


iml 


则 称 人 是 多 面 锥 ， 
定理 9,12 设 大 是 定义 9.3 中 的 多 面 锥 , 则 K 可 以 用 有限 的 
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和 组 定义 ， 艺 
{rl 0,R=1,.…,[), (321 


证 明 研究 
C={r|r= Zr, 0， i=1,*,m, As 


不 益 看 出 企 由 6452m 生 成 的 多 面体 ， 由 定理 9.11;C 可 
以 由 有 限 的 线性 不 等 式 组 


Cw TRO R= ,1 《39) 
定义 ， 因为 6EC, 故 由 (39) 式 知 | 1 容 显 看 出 ， 
本 一 个 a,…0, 故 可 以 设 户 = 0 在 1 


sl 时 , (38) 的 不 和 
设 z 满足 (37) 式 ,在 ac>0 时 ， 令 az 5 a4,gi, 则 当 & 充分 


jl 


小 ,使 汀 a 过 1 时 ,asE0, 玫 aw 满足 (39) 式 ,因而 满足 (38) 式 


i=1 
中 的 齐 次 线性 不 等 二 ,人 La>0 所 以 了 满足 (38) 式 的 齐 次 线性 
不 等 式 组 . 


反之 , 届 2 满足 (33 式 . 则 在 c 二 0 充分 小 时 :cz 满足 (39) 式 ， 
即 ax EC。， 这 表明 


Wp ， 、 
所 以 , z+ 二 车 wi, 故 + 也 满足 (37) 式 . 
r=1 


定理 9.13 多 曾 锻 是 团 凸 锥 ， 
证 明 鳃 给 读者 ， 
定理 9.14 设 五" 中 的 凸 锥 天 由 有 限 的 齐 次 线性 不 等 式 组 


。1I02。 


Cr ri 20, R=1, tl (40) 
定义 , 则 天 的 共 锋 锥 A* 是 多 面 锥 , 且 


K*= {x* 2 yr p20, k=1,."*,!}, 


kml 
证 明 研究 多 面 锥 


K={r*|r* rp 0 ,k= 1，…… :分 ， 


下 一 工 


由 定理 9.13, 玉 是 闲 凸 锥 ， 由 定义 8.3 ,如果 z 满足 


C8 ny 0 hl “ls (41) 


则 + E( 玉 )*， 而 仅 当 
Cr, wi E0, R=1, ，..…,1, 
有 旭 之 忆 下 时 ,(417 开 三 六 .所 以 及 二 (让 )*， 国 为 尺 是 闵 集 ， 于 是 
有 
K*-(K)**=E, | 
定理 9.15 ”由 齐 次 线性 不 等 式 组 定义 的 凸 锥 ,是 多 面 锥 ， 
证 明 设 RE” 中 的 西 锥 大 由 (40) 式 定义 ， 由 定理 9.14， 共 加 
锥 无 * 大 多 面包 ， 于 是 根据 定理 9.12, 存 在 x1,"…, Xm, 当 且 仪 当 
za#E 玉 * 了 时 ,有 
《Xi T0111 ,Mm, 
因为 玉 是 闵 集 : 故 玉 二 下 **。 再 利用 定理 9.14, 得 到 xzEK 时 、 有 
和 二 A di 0 =1.. ,1, 
由 定义 9.3. 天 是 多 而 锥 ， 
从 定理 9.12 和 定理 9.15 知道 ， 可 以 用 两 种 方式 定义 多 而 
锥 ， 一 种 方式 是 定义 9.3， 另 一 种 方式 是 通过 有 限 的 齐 次 线性 不 
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等 式 组 . 
定理 9.16 设 开 ,人 是 品 中 的 多 面 锥 ， 则 天 + 五 五 
KX; 也 是 多 面 镍 . 


证 明 留 给 读者 ， 
定理 9.17 设 K,, "*" ;Km 是 至 ” 中 的 多 面 锥 , 则 
(人 人 下 《42 1) 


证 明 ”由 定理 8.9 知 
《开间 NR) cl(KRT+ + ) 。 

但 由 定理 9.14 知 ,KK} 是 多 面 锥 ,i 二 1，…, m, 从 而 KY+，… 二 
人 也 是 多 而 锻 ， 最 后 由 定理 9.13, 玉 ?十 .… 十 及 是 闲 集 ， 所 以 
(42) 式 成 立 . | 

3. 多 面体 集 

从 上 面 两 个 小 节 已 经 知道 ， 多 面体 是 由 有 限 个 闭 半空 间 的 交 
沟 成 的 有 界 集 ， 而 多 面 锥 是 由 有 限 个 过 原点 的 闲 半空 间 的 交 构 成 
的 凸 锥 ,是 无 界 集 ， 现 在 将 问题 一 般 化 ,讨论 由 有 限 个 闭 半空 间 的 
交 构 成 的 集合 一 一 多 面体 集 ,我 们 将 会 看 到 , 有 界 的 多 面体 集 就 是 
多 面体 ， 是 凸 锥 的 多 面体 焦 就 是 多 面 锥 . 


LA 
了 , 
C: 是 多 面 健 ， 
EE 


图 28 


定义 89.4 设 CCR", 如 果 C 可 以 表示 成 有 限 个 闭 半空 间 的 
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本 


C= NR(z?, a), 


其 中 K(x*,a)={z| Cr, zt)>a)}, tr ER",aER,i=1l,''', 
m， 则 称 C 是 多 面体 集 . 

例 1 在 图 28 中 ,C1.C,,C; 都 是 多 面体 集 ,C1 是 多 面体 但 不 
是 多 面 锥 .C, 是 多 面 锥 但 不 是 多 面体 , C; 不 是 多 面体 也 不 是 多 面 
锥 . 

例 2 Rn" 中 的 每 一 个 超 平面 耳 是 边界 为 及 的 两 个 闭 灶 空 间 
的 交 ， 所 以 开 是 多 面体 集 . | 

例 3 R" 中 的 每 一 个 不 与 如 "重合 的 仿 射 集 4 是 ER" 中 的 有 
限 个 超 平面 的 交 , 而 由 例 2 的 结果 ， 故 4 是 多 面体 集 ， 

由 定义 9.4 知 ,多 面体 集 是 闲 凸 集 , 有 限 个 多 面体 集 的 交 仍 是 
多 面体 集 ， 多 面体 集 的 平移 也 是 多 面体 集 . 

定理 9.18 ”RR" 中 的 多 面体 集 是 多 面体 与 多 面 锥 的 和 ， 反 
之 ， 多 面体 与 多 面 锥 的 和 是 多 面体 集 ，. 

证 明 引入 辅助 坐标 x", 则 不 等 式 组 

(xR) rai0.i=1,.*,l, 12>0, (43) 

是 ER"7! 中 的 齐 次 线性 不 等 式 组 ， 由 定理 9.15, 它 定 义 一 个 多 面 
锥 ， 其 元 素 可 以 表示 为 


ba 人 bi . 


i \ yg,) 
rc 
其 中 ( ” ) 天 示 到 中 分 量 为 ro ma w 的 1 二 1 维 向 量 ， 对 
于 任意 的 14.2:0.044) 式 右边 应 满足 (43) ,特别 地 , 当 4;=1,i 么 jj 
时 4; 二 0, 便 推出 Y? 之 0， 
设 
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一 (2 二 9 
太一 1>07=1 


在 了 E 7 时 ， 令 y,= 这， 7 二 ,x9; 则 (44) 式 改写 成 
?= 2 4 工 piv 20 jELt, (45) 
了 所 + GT 


T= dA,r; i .2 


#EL9 
= Ar;+ > 7yY ;> "Nn, jET+. (46) 
ET ET 


所 以 不 等 式 组 (43) 式 的 解 可 以 表示 成 (45)， (46) 式 的 形式 .但 只 
要 在 (43) 式 中 令 +'=1， 就 得 到 定义 多 面体 集 的 不 等 式 组 .所 以 
这 个 不 等 式 组 的 每 一 个 解 可 以 表示 成 
% 二 >» ?Yi 
了 ET0 了 人 Y 


A0.ET' 0.TET 二 1。 (47) 


(47) 式 右边 第 一 部 分 和 式 是 多 面 锥 的 点 ， 第 二 部 分 和 式 是 多 向 体 
的 点 ， 所 以 多 面体 集 是 多 面体 与 多 面 锥 的 和 . 

反之 ,从 (47) 式 出 发 ,经 (46),(45) 式 到 (43) 式 .容易 证 明 ， 多 
面体 与 多 面 锥 的 和 是 多 面体 集 . 

下 面 讨论 R" 中 非 空 多 而 体 集 C 的 而 结构， 如 果 C 是 BR" 中 的 
仿 射 子 集 , 则 它 的 面 只 有 今 和 0 个， 如 果 C 是 R* 中 的 维 多 面 体 集 
但 不 是 仿 射 集 , 则 C 与 六 中 一 个 不 等 于 R*、 维 数 为 的 多 面体 集 
C0’ 同 构 ， 所 以 在 研究 多 面体 集 的 面 的 性 质 时 ， 只 要 研究 R" 中 不 
等 于 R"、 维 数 为 x 的 多 面体 集 就 行 了 . 

定理 9.19 设 C 是 R" 中 的 n 维 多 面体 集 .C 关 R", 且 


0= 和 二 (zf 0), (48) 
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其 中 下 (z+,ai) 是 定义 9.4 中 的 闲 半空 间 ,i=1，.…， 和 in， 则 下 面 
的 结果 成 立 ， 


% 


D bdc= 1 H(z?, a)NG, 


1 
”2) C 的 怎 、 个 超 而 的 形式 为 刀 (zy.a)mC， 
其 中 bdC 是 C 的 边界 ,ECzy ,qi) 是 K(x? ai) 的 边界 。 
证 明 1) 因为 


intC =int 站 K(x*,a,)= Nn intE (x*,a,) 
11 i=1 


二 站 天 (2 ,aN\H( rr?, ai)， 
i=1 


所 以 1) 的 结果 成 立 ， 
2) 设 广 是 C 的 直面 ,x EriF, 则 由 定理 6.11, 了 是 C 的 包含 
z 的 最 小 面 ， 由 1), 存 在 一 个 7 了 ,使 
XENH(v*,a,)(NO, 
从 而 有 
FCH(x* ,a)NNO. 
因为 与 H(x? ai 让 CC 部 是 C 的 面 ,用 dim 了 =n 一 1， 故 由 推论 
6.10.2 得 到 
F=H(r?,a) NOC. | 
定理 9.20 设 C 是 R" 中 的 多 面体 集 , 下 是 C 的 正常 面 ， 则 
在 C 中 存在 包含 了 的 超 面 0. 
证 明 不 妨 设 dimC =n,C 由 (48) 式 定义 ,x EriF。， 由 定理 
9.19 的 1), 可 以 找到 -一 个 了 ,使 
rEN(r*,a) NO, 
由 定理 6.11, 可 设 F 是 包含 2 的 最 小 面 ,HH(x?,a;) 门 C 是 包含 4 
的 趋 面 ， 令 


。 107 。 


GHzya)nc， 
则 G 是 包含 五 的 超 面 、 

推论 9,20.1 设 C 是 BR* 中 的 多 面体 集 , 则 C 的 每 一 个 面 都 
是 多 面体 集 ， 

证 明 因为 只 有 名 和 C 本 身 是 C 的 非 正常 面 ， 所 以 仅 对 C 的 
正常 面 证明 推 论 的 结论 。 由 定理 9.20，C 的 每 一 个 正常 面 都 是 
它 的 某 一 个 超 面 的 面 、 而 由 定理 9.19 的 2 )，C 的 超 面 也 是 多 面 
体 集 ， 于 是 按 维 数 进行 归纳 证 明 就 可 以 得 到 要 证 明 的 结论 ， 其 细 
节 留 给 读者 ，】] 

推论 9.20.2 五 " 中 的 每 一 个 多 面体 集 C 的 面 的 个 数 有 限 ， 

证 明 留 给 谈 者 ， 

推论 9.20.3 设 C 是 R" 中 的 维 多 面体 集 ,了 ;, 是 它 的 
两 个 面 ， 满 足 | 

FCF,.dimF,= j,dimF,=:k, 
其 中 0 委 < 下 在 在 而 已 ra， 
忆 i-1， 满 足 
FCFnC CICR， 
dimF,=i,i=j+1,. R-T， 

证 明 根据 定理 6.9, 己 ,是 瑟 : 的 正常 面 , 由 推论 9.20:1, 妈 ， 
是 多 面体 集 ， 所 以 ,由 定理 9.20, 在 下 中 存 在 超 面 1; 满足 
三 ;人 CR 如 果 J = 一 2 结论 得 证 ,如果 J<R 一 2 则 以 Fi 
代替 玉 ,, 重复 上 述 过 程 。 如 此 继续 ， 则 可 以 得 到 推论 结果 要 求 的 
面 . | 

最 后 ， 讨 论 多 面体 和 多 面体 集 的 对 偶 关 系 . 

定理 9.21 设 zi…,zn 是 瑟 " 中 两 两 豆 不 相同 的 点 ， 和 > 汪 
1, 令 


C=:co{ri, ,tn}, D= 站 Kw,,1), 
i=1 
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其 中 天 zi1)={z1《zszi> 委 1， 则 下 面 的 结论 成 立 ， 
1) C=D, 
2) 万 =cof0z ,rn}, 
3) 当 且 仅 当 9€ C 时 ,C 和 刀 两 两 配 极 ， 
4) 当 且 仅 当 9E€intC 时 ,C 和 DD 两 两 配 极 ， 2 有 界 ， 
证 明 1) 由 $7 的 (2) 式 推出 
{x1,°* ,nm)" =D, (49) 
同样 ,由 $7 的 (2) 式 知 ,当量 仅 当 Y EWN 时 ,MMCK(y,1), 而 当 
旦 仅 当 coMCR(Y 1) 时 ,WCK(CYy,1)( 注 音 基 与 (Gy,1) 的 含义 
见 全 7 的 (2) 式 ), 所 以 有 
{vis rm} = (cofri, yz (50) 
由 (49)，(50) 式 得 C "= D， 
2) 利用 1 ) 式 ,定理 7.3 及 C 是 紧 致 性 集 ,得 
N°*=0° "=clco {0, 71 ,Ny 
=co{0, 8 Tm}. 
即 2 ) 成 立 . 
3) 直接 由 1) 及 2) 得 到 . 
4) 这 是 定理 ?7.2 及 3) 的 一 个 推论 ,| 


习 题 


1. 设 {w,,o 司 ,ta} CR" ,其 中 = 641) ,i 二 1 ,NM 令 信 ,二 
(G6r1) i 二 1 Mm。 试 证 ww。 仿 射 天 关 的 等 价 条 件 是 瑟 "*+ 
中 rn 个 向 量 #,，…, 康 ,线性 无 关 。 

2. 设 CR", 试 还 如 果 9Eaffa37, 则 dim(aff WM) 一 dim(spanM)} 如 
果 6 aff 2 ,Wdim(aff MY)=dim(span WY )—1, 

3. 在 Rt 中 ,w=(], 一 1,2, 一 1), w=(2, 一 1,2,0), z=(1,0,2,0), 
二 {1,0,3,1)， 证 明 z; ,XxX,,X, 仿 射 无 关 . 

4. 在 太 中 , 求 过 6,e1- 呈 eye 一 e: 十 3e,;3e, 一 ez 的 超 平 面 ， 
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5. 证 明定 理 2.6。 
6， 证明 定理 2.7. 
7. 图 29 是 R? 中 的 四 个 子 集 , 试 画 出 牌 一 个 的 核 , 


(1) (2) (3) (4) 
图 29 


8。 设 4,8 是 RR" 中 的 同 集 , 试 证 4 介 B 包 含 在 4UB 的 核 中 。 

9. 利用 定义 证 上 明 C= {r= (6 ,85) | 十 十 [5 | 信 让 是 三 集 ， 

10. 试 证 具有 非 负 元 素 的 % x% 实 矩阵 集合 是 凸 集 。 

11， 举 例 说 明 两 个 曲 集 的 并 不 一 定 是 凸 集 . 

12， 试 证 如 果 z 可 以 用 两 种 方式 表示 成 zeyzi，…,yr 的 凸 组 合 ， 则 x 一 
xz 一 % 线 性 相关 ， 

13. 证 明 推 论 3.3.1. 

14。 求 部 ' 中 满足 下 列 条 件 的 点 集 的 凸 包 ， 

1)》 yy 一 2 

2) Yy 一 了 70， 

3) y= 

4) y=sinz. 

15, 设 4,B8 是 ER" 中 的 非 空 集合 ， 试 证 下 烈 结 论 ， 

1) 如果 A4CB, 则 4CcoB， 

2) 如 果 4CCB,B 是 凸 集 , 则 co4CB， 

3) 如 果 4 忆 5B, 则 codCecoB， 

4) coALUcoBCecol( AUB), 

5)》 co AN B)CcoANcoB, 

6) colcod)=cod, 


TI0。 


16. 证 荫 推 论 3.8.1 

17 .证 谓 推论 3.11.1。 

18. 证 明定 理 3.13， 

19. 证 明定 理 3.15， 

20. 设 CC BR", 试 证 0 是 古 集 的 充分 必要 条 体 是 对 于 每 一 个 入. 之 0, 4, 之 
0, 有 (2 二 A)C=4.0+2.0, 

21. 证 明定 理 3.18. 

22. 证 明定 理 3.19, 

23, 设 CCR",SCER", 令 

UT ,0,= UU{ ata0), 

这 证 ， 

1) 如 时 [是 出 集 , 册 人 是 凸 集 。 

2) 如 果 ( 训 3 玫 总 凸 集 , 则 (是 四 集 。 


24. 在 所 中 ,C10) ,w= (I), 443), .= (40) ,x=( 了 了， 


2) 试 将 Y 才 示 成 xyyayzyz 的 止 组 合 ， 利 用 Caratheodory 定理 证 明 的 方 


式 ,将 zx 表示 成 zxr，x*， 的 止 组 合 ， 

25， 设 4, 互 是 尺 " 中 的 子 集 。 试 证 co(4 十 5) 一 co4 填 co。 

26. 设 4CR",g 是 R" 到 R" 的 仿 诸 变换 ， 试 证 p(co4)=cog(4)， 

27. 庶 {z wn}CR"。 如 果 x xzn 中 每 一 个 都 不 是 其 他 元 素 的 
是 组 合 , 则 称 {z ,Ym) 是 王 无 美的 ， 没 训 宇 nn 十 2。 试 证 如 时 {rz ，} 
的 每 一 个 子 集 是 凸 无 关 的 , 则 它 也 是 西 无 关 的 ， 

28。 设 RR" 中 的 点 + 是 x ,Xx 的 西 组 合 每 一 个 zx; 是 yi ,Yin, 的 凸 
组 合 ,i=1,，…,m， 试 证 x 是 点 yi ;的 二 组 会 ,i 二 1 yy7i 二 i 

29. 设 C 是 有 中 的 凸 集 , 试 证 riC 是 凸 集 . 

360， 谍 CC 是 刀 中 的 凸 集 。 证 明 clc = elc: 的 充分 必要 条 件 是 riC:= 
iC:。 这 个 条 件 也 等 价 于 riCCCCelC，， 

31， 设 C 是 BR" 中 的 目 集 , 试 证 镁 一 个 与 cIC 相 交 的 开 集 也 与 riC 相 交 . 

32， 没 CC R", 丘 证 affO=aff(cO), 

33， 举 例 说 明定 理 4.7 中 CC 是 耳 集 的 假设 是 必 不 可 少 的 ， 
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点 ， 


42. 


， 证 明 推论 4.8.2, 
5 ， 设 CC: 是 玉 " 中 的 症 集 , 试 证 


criC triC,) 一 clCC 二 CD)， 
rriC +ri0,) =ri(C, 十 Ca)， 
afffriC 二 riC) 一 aff(C 二 CO) 


， 设 CCR", 试 证 co(c1l10)Cel(co0)， 
. 设 C,,C, 是 R" 中 的 凸 集 , 试 证 


co(clO, UcC) Cel(co( CU C0.)), 


.证明 定理 5.5， 

.证 明 推 论 5.9.2. 

. 证 明 推 论 5.9.3. 

. 设 C 是 "中 不 包含 原点 的 非 空 而 集 。 试 证 存在 超 平面 分 离 C 和 原 


设 0 是 B" 中 的 闲 症 集 ， 玉 (x*,a),H(x*,a) 分 别 是 0 的 支 撑 半 空 


间 和 支撑 超 平 雷 。 试 证 当 且 仅 当 


inf (a, 2*)<max<z, vw*> 
EO E34 


时, 且 (x*,a) 是 正常 支撑 超 平 面 . 


43. 
44. 


1 
2) 


设 C 是 2 维 紧 致 西 集 , 试 证 extC 是 闲 集 ， 

设 C 是 满足 下 面 两 个 条 件 之 一 的 x 二 (5&1,82,5,)E BR! 的 三 包 ， 
=é,=0,6,E[~1,1], 
=0,(6i—1)+E=1, 


试 说 明 extC 不 是 闭 集 . 


45. 


是 凸 集 ， 
46. 


不 成 立 . 
47， 
48. 
49， 


设 C 是 RB" 中 的 闭 西 集 。 试 证 如 果 C 的 凸 子 集 枣 是 C 的 面 , 则 CNF 
举 出 反例 说 明 上 述 结果 的 逆 不 成 立 ， 
设 C 是 8" 中 移 闲 山 集 ,举例 说 明 关 系 

C=col(ext0) 


证 明 推 论 6.1.1。 
证 明 推 认 6.6.1。 
证 明 推 论 6.10.1. 


°。1l2. 


50. 证 明 推论 6.15.1. 

51. 设 用 CR, 试 证 (M**)*= 5. 

52。 设 0,,iE1 是 "中 包含 原点 的 闭 同 集 族 ,I 是 任意 指标 集 试 证 
(MY oY 


ied 
53. 证 明 推 论 7.3.1， 
54. 证 明定 理 7.5 的 第 二 部 分 。 
55. 证 明定 理 7.6 的 第 二 部 分 。 


56 设 MC BR， 于 0， 试 证 (130 一 元 人 1 


57. 设 交 S ET,7 是 任意 指标 集 ， 试 证 
K={rER"|(r,b)E0,iET} 


58. 求 非 负 真 锥 的 共 斩 锥 ， 

59. 设 {q;1iE7} 是 "中 的 非 空 向 量 集 ,1 是 任意 足 标 集 , 玉 =coneta| 
iEZ} 求 K*, 

60. 证 明 推 论 8.1.1, 

61. 证 明定 理 8.2, 

62. 证 明定 理 38.3 的 2) 。 

63. 证 明定 理 8.4。 

64. 证 明定 理 8.6， 

65. 证 明定 理 8.15。 

66. 证明 定理 8.16。 

67 证 明定 理 8.18. 

68. 证 明 凸 集 C 的 法 线 锥 是 止 锥 ， 

69. 试 证 非 空 多 面体 集 的 每 一 个 面 都 是 暴露 面 ， 

70. 证 明定 理 9.3， 

71. 证 明 推论 9.5.1 。 

72. 证 明定 理 9.13 

73. 证 明定 理 9.16 

74, 证 明 多 面体 集 是 凸 集 。 
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?5, 证 明 推论 9.20.2 
76 . 法 CC 是 闭 丁 集 , 且 至 少 一 个 有 界 ,CC: 一 如 , 试 证 存在 向 是 


2" 及 >0; 对 于 YX1EOQ! AoE CO 满足 
CE EE 
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第 二 章 凸 函 数 


凸 函 数 和 凸 集 一 样 ， 是 凸 分 析 和 极 值 问题 的 重要 内 容 ， 从 这 
一 章 起 ,我 们 将 讨论 西 函数 的 重要 性 质 . 

以 后 如 无 特别 声明 ， 我 们 讨论 的 函数 都 是 在 广义 的 实 轴 上 如 
值 的 ， 即 可 以 取 等 于 一 co 和 + oo 的 值 ， 为 了 统一 可 能 出 现 的 包含 
+ce 和 一 ce 的 计算 ,规定 ， 

一 ceo<a 委 十 co 有 时,a+ce=co+Ta 一 二 co 

， 一 ce 和 过 cx 所 十 co 时 ,a 一 co== 一 co+Q= 一 oo; 

0<a< 近 十 co 时 ,aco 一 co.a=coi 

一 ce 和 胺 ca<0 有 时 ,aco=co'a= 一 ca (一 cc) 一 (一 co).a= 
+ oo0} 
0'00=00.00.(~00)=(—0)0=0,—(—00)= +%; 
inf@ = -+o0,supO -00; 

c 一 ce 和 一 ce co 没有 意义 ， 


§ 1 叫 函 数 的 基本 性 质 


1。 定义 

定义 1.1 设 f(z) 是 从 R" 到 [一 co， -+ coo] 的 实 值 浮 数 ,使 
jz) 只 取 有 限 值 或 一 2 的 7 的 集合 , 称 为 1(z) 的 有 效 定 义 域 , 用 
domf 表示 , 即 domf={z|f(x)<< +o0), 

定义 1.2 设 f(x) 是 从 如 "到 [一 cc，+ce] 的 实 值 函 数 ， 集 
合 epifj={(x,n)|zE R'ER, 4 之 f(x)} 称 为 1(z) 的 上 方 图 。 

从 定义 可 知 , 仅 当 x*Edomf 时, (xw,n) 才 可 能 是 epif 的 点 ， 
因为 如 果 jz) = +cc, 则 不 存在 这 样 的 实数 xy， 满足 > 了 (z)， 

一 个 耳 数 的 上 方 图 也 俏 定 了 这 个 阔 数 本 身 。 事 实 上 ， 容 易 验 
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证 ， 
xz)=inffil(rEepif). (1) 

如 果 R"+! 中 一 个 集合 满足 下 面条 件 ; 替 它 包含 点 (x ,40), 则 
- 定 包含 点 (f+,4) ;4 之 ;就 可 以 从 定 它 是 一 个 光 数 的 上 方 图 ,这 
个 说 数 可 以 利用 (1) 式 计算 ， 

定义 1.3 设 f(x) 是 从 RR" 到 [一 co，+oo] 的 实 值 函数 ， 如 
果 epif 是 凸 集 , 则 称 f(z) 是 同 函 数 ， 如 果 一 f(z) 蚌 凸 冰 数 ， 则 
称 jz) 是 回国 数 ， 如 果 f(x) 是 凸 函数 也 是 加 函数 , 则 称 jx) 是 
仿 射 函 数 ， 

注 我 们 没有 直接 定义 从 R” 的 真子 集 5S 到 [一 co, +co] 的 
由 痕 数 , 因为 总 可 以 将 其 延 拓 到 整个 R* 上 ， 如 果 f(z) 是 在 SC 
了 "上 定义 , 则 
fr) = EN 


(oo YY 各 人 


在 R" 上 定义 ,f(x*) 和 了 f(x) 的 上 方 图 是 相同 的 ， 
1 是 一 些 廿 函数 的 上 方 图 . 


图 1 


定理 1.1 设 f(z) 是 RR" 于 的 古 函 数 , 则 domf 是 出 集 , 
证 明 设 x,x，Edom, 则 存在 icE 瑟 ,满足 
(x1H1) E epif , (v2, 1H2) E epif. 
因 epif 是 凸 集 , 对 于 0 于 ?41 有 
《一 4 作 zayA TAR2, KH) E epif, 
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即 f[(1—A)r1 + dr TE mA + Aua， 
这 表示 f[(1 一 4)z1 十 4wz- 不 等 于 二 00, 故 (1 一 们 x1+ 4z2€Edomf， 
domy 是 凸 集 , 上 . 

定理 1.1 的 逆 定理 不 成 立 , 即 domf 是 屿 集 ， 但 f(x) 不 一 定 
是 凸 函 数 ， 例 如 (x) 一 w，# ER， 它 不 是 凸 函数 ， 但 domj = 
(一 co 十 ce)， 

称 domf 的 维 数 是 jz) 的 给 数 ， 

定义 1.4 不 等 于 一 ce 且 不 恒 等 于 + ce 的 凸 函 数 称 为 正常 四 
参数， 不 是 正常 的 凸 画 数 称 为 非 正常 凸 函 数 ， 

显然 ， f(z) 是 正常 凸 函 数 的 等 价 条 件 是 epij 韭 空 且 不 包含 
苇 直 直线 ,或 domj 关 人 gzEdomj 时 f(x) 有 限 ， 

例 1 国 数 


一 2 [x|<1, 

ro | 0 [rl=1, 

十 Co |z|>1, 
是 非 正常 凸 函 数 ， 
2， 等 价 条 件 


仅仅 利用 定义 1.3 判断 一 个 函数 是 否 为 凸 国 数 是 不 够 的 ， 也 
不 方便 。 本 节 讨 论 一 些 等 价 条 件 ， 
定理 1.2 设 jz) 是 天" 到 (一 c2，+co) 的 实 值 函数 ， 则 
f(x) 是 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 对 于 Ya,yE 玉 "0<4<1， 有 
fL(GI 一 4)2+47 (1 一 4)JCz) 十 4fCY)， (2) 
证 明 设 (2) 成 立 。(%,2), (y,»)Eepif, (xz,4)A(y,»), 
(z,Q) 是 连结 (* ,4)、(y,?y) 的 线段 上 的 一 点 (图 2), 即 
C20) (1—A)(w, ut AY ,7), 0<A4<1, 
则 
2=(1—A)r +Ay,a=(1—A)K+ Ar, 
因为 4 宇 (zx),v 之 f(y), 故 
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o> (1—A)f(r) +t Af (yf (1 Ar+Ay]=f(2), 
故 (z,xz)Eepif， epiy 是 凸 集 ,所 以 有 4) 是 凸 沸 数 . 
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反之 , 设 (2) 不 成 立 ， 则 存在 >,ySR"0<4<1, 使 
Tar 27 这 GD 
故 点 ((1 一 4)x+4y,(1 一 人 fxz)+24fy)) 属 于 连结 点 (z,FCz)) 
和 点 (y, 帮 yY)) 的 线段 ! 但 不 属于 epif ,而 点 (zfCz)) yyY)) 
属于 epif ,所 以 epif 不 是 凸 集 ,jz) 不 是 山 夯 数量 
定理 1.3 设 jz) 是 瑟 " 到 [一 co，+oo] 的 实 值 国 数 ， 则 
f(z) 是 西国 数 的 充分 必要 条 件 是 f(#)<<a, f(y)<B 时 ,不等式 
fLG1 一 4)Z+4y]j< (一 4)a+48，0 二 4 所 1 (3) 
成 立 . 
证 明 这 是 定理 1.2 的 变形 . 
定理 1.4 设 J( 是 忆 " 到 (一 c++ 的 实 值 冰 数 、 则 
f(z) 是 西 困 数 的 充分 必要 条 件 是 VriE 百 " 4 一 0 一 1，…，1， 


并 7 = 不 等 式 


fi+ tt Antm) EA fT) + tAnf rm) (人 
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成 立 . 

十 明 留 给 访 者 . 

定义 1.5 如 果 (2) 式 中 严格 不 等 式 成 立 ， 则 称 f(x) 是 严格 
凸 国 数 ， 

易 知 , 当 (2),(3)、(4) 式 的 不 等 式 反 向 时 ,它们 就 是 [xz) 为 四 
薄 数 的 等 价 条 件 。 对 十 仿 射 庚 数 ,(2)、(3)、(4) 式 变 为 等 式 ， 

下 面 讨论 与 微分 有 关 的 等 价 条 件 ， 

当 f(z) 是 一 元 函数 时 容易 证 明 下 述 定 理 ， 

定理 1.5 设 f(x) 是 在 开 区 间 (a,86) 上 的 二 阶 连 续 可 人 微 的 
实 值 国 数 , 则 fx ) 是 耳 国 数 的 充分 必要 条 件 是 二 阶 导 数 (x) 在 
(xz BO 上 非 负 . 

例 2 长 据 定理 1.5， 容 易 检 验 耻 列 在 下 上 定义 的 图 数 是 凸 

1) FE es 一 co<a< :cc 

D 7 人 pi) 


0， 


x? X20， _ 
3) f(x)= | 二 0p 
二 Co 


tz<0, 
x? x>0, 
0 f(z)= | so —oo<p<0 
(a2— ww), |r|<a 
5) fC)= | jo > 
log xr >0 
6) f(s)={ 二 扩 ,0 


设 zw) 是 正常 山 现 数 .PE RR", 作 参数 a 的 函数 
Ewa 0) = fw 1ap). 
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定理 1.6 当 且 仅 当 对 任意 的 + 和 Pp, gz,s《98) 是 4 的 凸 函 数 
.了 A(z) 是 凸 孙 数 ， 
证 明 设 f(%) 是 沿 隙 数 , 则 当 0 志 4 和 1 时， 
gasL 1—A)artAa = f{r ti[(1—Ao: 4c,1p} 
=f[(1—A)(z + ap) +A(r rap)] 
(IA) f(r iap) +Af(r + ap) 
=(1—A)gr,r (a) + Ags,s a2), 
改 gp(cx) 是 凸 函 数 ， 
反之 , 设 对 于 任意 的 xz,p,gxaf(c) 是 ac 的 山 函 数 ， 则 
[C1—A)z+Ayd=f{y +[(1 4).11+4.0](¢—y)} 
= gz (1—A):.1+4.0] 
SS(1—N)e,,s yl) i Ag,,:-,(0) 
=(1—A)f(z)+4f(y), 


故 《rz) 是 上山 函数 , 
我 们 用 jz) 表示 f(z) 在 + 的 梯度 ,了 "(zx) 表 示 f 了 (x) 在 7 的 
二 有 阶 导 数 箱 阵 , 义 称 Hesse 矩阵 (Hessian), 分 别 记 为 
f(z) =-(OA(z)/05 ,0f (x)/08,), 
其 中 4 二 (5 6)。 
如果 gs,s(&)=f(z +ap), 利 用 复合 函数 的 微分 法 则 知 
gs1(0)=Cp, f(x—ap)). 
gz 0)=Cp,f" (r+ ap)p). 
定理 1.7 设 f(7z) 是 RR" 到 (一 0， +co) 的 可 微 实 值 函 数 ， 
则 EA 下 条 件 彼 此 等 价 ， 
1) f(z) 是 凸 函数 ， 
2) 对 于 VibzaE BR", f(T)— f(t) CW, f(t1)), 
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3) 对 于 Vr,pPER",g'z,s(0)=《p， f/'(z+9p)〉 是 a 的 
减少 函数 ， 

如 果 f(z) 二 阶 可 微 , 还 有 

4) 了"(2) 半 正定 ， 

证 明 设 1 成 立 . 则 对 YeiE BR,VYasE 玉 "有 

FF[GI 一 4)zi+hzg 委 (1 一 1)f(z)+AfOzD) ,0<A4<1， 
于 是 


Fe Mss) fs) pg,) f(s), 


令 4 0[ 注 ] 取 极限 ,得 
Cvs— ti fF (TEF 2)— f(r1), (5) 
故 1) 推 出 2). 
设 2) 成 立 . 在 (5) 中 设 t1=%+alp,xs 二 +aQsp,(as>01)， 
得 
Bsr (22)— gs) 0a) Cp, f(s+ op)>, (6) 
而 当 wi 二 ww 十 Qsp;Xs 一 $+01D 时 又 有 
Br (A) — gra(0 2014) Pp, fF + ap)», (7) 
由 (6),(7) 式 得 
(Bf(zTaiD))<-SezCca) 一 5ep(GD Sp f(z+asp)), 


Qs— Qi 
故 2) 推 出 3). 
设 3) 成 并 ,对 于 V+,pPE BR", gs,s(0) 是 o 的 不 减少 函数 ， 则 
0; 之 Qi 时 gz, (92)>8 ,0(01). 设 0< UL<<1， 则 
1 

onos—a)f {gs 7402—01)] 

| 一 gz[ai+tu(as 一 ai)]) dt 

=(1—H)gs, 0) + gr, 9) 


[ 注 ] 440 意 指 4 大 于 零 而 趋 于 堆 ; 4 人 1 0 意 指 小 于 零 而 趋 于 区 . 
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一 gap[L(1 一 Ap)crrpeazh 
即 ges(a) 是 & 的 凸 国 数 。 由 定理 1,6， (5 是 四 函数 ， 故 3) 推 
出 1)， 
设 f(x) 二 阶 可 微 ,gz,s(o) 是 a 的 不 碱 少 函 数 , 则 
gzip(0)=<p,f "(w+ ap) p>0, (8) 
故 f"(z) 半 正定 ,3) 推 出 4)， | 
反之 ， 设 (8) 式 成 立 ， 则 gx,,《9) 非 负 . 这 表明 g(a) 是 9 
的 不 减少 函数 ， 4) 推 出 3)， | 


例 3 设 f(z)= 二 z， Qs) + Co, oy+a, 其中 是 对 区 的 


nxnh 姑 阵 , a € RR"，a ER、 利 用 定理 1.7 知 了 (z) 是 凸 且 数 的 充 
分 必要 条 件 是 QQ 六 正定 ， 

例 .4 . 设 x=(61,: ,8,)， . 
(1 Ea) 0 ,520, 
f(z)={ 大 地 
证 明 了 f(z) 是 R" 上 的 西国 数 ， 

证 明 设 %=(51 ,5%)， 3 一 (7 01) 51> 0 ,E> 
0。 直 接 计算 得 


(5 ee 人 
因为 f(z)<0, 且 对 任何 实数 ,= 1 sn 有 


(al 十 十 ou)2<m(oi2 二 十 02)。 
故 太 (zz) 半 正定 ,fxz) 是 凸 国 数 。 
3. 凸 集 和 凸 洲 数 的 对 应 
已 知 一 个 凸 集 C , 可 以 由 它 作出 一 个 古 函 数 。 这 在 利用 R"1! 
中 epif 作出 f(x) 的 公式 (1) 中 已 经 看 到 .下面 是 这 方面 的 另外 
儿 个 例子 ,它们 在 凸 分 析 中 占有 重要 的 地 位 ， 
1) 示 性 函数 
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四 0 :EO, 
. (210)= {,» TO, 
只 0 臣 呈 集 的 等 价 条 件 是 5(x10) 是 B* 中 的 山 消 数 。 
:2) 支撑 函数 . 
6°(x*|0)=sup{Cr" ,yly ec}, 
这 已 在 第 一 章 $ 9 中 见 过 ， 
3) 规范 函数 (Minkowski 函数 ) 
ys|0)=inf{A|4>0, EAC}, CY, 
4) 距离 函数 
-- a(x,0)=inf{|z—y||y€EC}. 
利用 前 面 的 等 价 笨 件 可 以 验证 它们 是 凸 函数 。 但 我 们 留 到 下 一 节 
用 另外 的 方法 检验 ; . 
已 知 一 个 凸 函数 fxz) ,有 一 些 凸 集 与 之 对 应 。 例 如 epi 下 ， 
dom ff， 下 面 是 这 一 类 型 的 另 一 种 对 应 ， 
定义 1.6 设 了 (zx) 是 止 男 数 ,acE[ 一 co ,+ co], 集 合 
{zr|f (sx)<a}, (9) 
{zs{lf(x)<a}, (10) 
称 为 水 平 集 . 
“定理. 1.8 水 平 集 是 山 集 。 
证 明 “只 证 明 (9) 是 凸 集 ,(10) 的 证 明 类 似 , 
设 wzzEfzlf(z) 生 o， 当 0<74<1 时 ， 
[人 1 一 4)a xs] <(1—A4)f (x) 
+M4f(z 和 (一 4)c+Ma=a。 
赦 (1 一 4)xai+4zsEtzifz) 和 gc}，(9) 是 凸 集 ， | 
定理 1.8 的 逆 定 理 不 成 立 ， 水 平 集 是 凸 集 不 能 保证 函数 是 凸 
函数 ,例如 1xz) 三 所. 水 平 集 是 凸 集 的 函数 将 在 最 后 一 章 专 门 讨 
论 ， 
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从 几何 观点 看 ，{z1f(z) 三 a} 是 RR" 中 上 方 图 epi 与 水 
乎 超 平面 {(z,4) | x= a} 的 交 在 RB" 上 的 投影 ， 所 以 {zf (2) 所 a} 
可 以 看 成 epi 了 的 水 平 截 面 . 
推论 1.8.1 设 了 (4) 是 BR" 上 的 同 函 数 ,iET,T 是 指标 集 ， 
aiER,， 则 {zx | 了 (zw) 志 ai, YiET}) 是 凸 集 ， 
证 明 留 给 读者 ， 
4、 正 齐 次 凸 函 数 
定义 1.7 设 (x) 是 R" 上 的 实 值 函 数 ， 如 果 对 于 任 党 x E 
RPR"*，0<4<+co, 有 
f(Ar)=A4f(s), (11) 
则 称 了 (xz) 是 正 齐 次 函数 ， 
如 果 f (x) 是正 齐 次 函数 ， 则 4>0 时 ， 有 
A{Cx,n) f(r) Eu = {Ar, Ap) | f(s)Eu} 
-={(Ar, An) 1AT(7) SEA} 
={(y,&)|f(y)<k} 
={(z,n)| f(r)<n}, 
所 以 了 (x) 的 正 齐 次 性 等 价 于 epi 了 是 R"+! 中 的 锥 ， 
例 5 Jr) -12| 是 正 齐 次 国 数 . 
定理 1.8 设 f(x) 是 "到 (一 oo0, 十 吕 ) 的 正 齐 次 函数 ， 则 
了 f(z) 是 凸 沙 数 的 充分 必要 条 件 是 对 于 vx,y€E RB"， 有 
f(sty) 人 f(r)+ f(y). (12) 
证 明 设 (x) 是 凸 消 数 . 由 (11) 知 


f(z+y)=2f | 读 (z+y) |<2 f(3)+2 fF(¥) 
= 了 (wv)+ f(y), 
故 (12) 成 立 ， 


设 (12) 成 立 ， 特别 地 有 
f[(1—A)v+AyJEfL(1—A)r]+f(AYy) 
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一 (1 一 4)f(z)+AFCYy)， 
故 f(x) 是 山 函 数 , 上 | | 
推论 1.9.1 设 frz) 是 正章 次 凸 国 数 , 则 当 4, 记 0 人 时 ,i= 
1,… ,外 有 


f (Ar Antn) EMT) tT Anf (rm). (13) 

证 明 留 给 读者 . 

推论 1.9.2 设 六 zz) 是 正 齐 次 西 滑 数 , 则 对 YzE 瓦 '， 有 
(一 4) 之 一 (x)., (14) 

证 明 留 给 读者 . 


- 例 6 规范 因数 (21C) 是 正 齐 次 凸 函 数 ， 
定义 1.8 满足 (11),(12) 式 的 国 数 了 (z) 称 为 次 线性 函数 ， 
正 齐 次 西 销 数 是 次 线性 函数 ， 
定理 1.10 正 齐 次 正常 册立 数 fj(z) 在 子 空间 工 上 是 线性 
哆 数 的 充分 必要 条 件 是 对 于 VE 工 ， 帮 一 2 到 一 了 (7z)， 
实际 上 ， 只 要 对 工 的 一 个 基 5.,，…, 5%, 满足 所 一 0)= 
一 f(0)， 上 面 的 结论 就 成 立 . 
证 明 设 引 、…… ,6 是 工 的 一 个 基 , 且 (一 6;)== 一 了 (28;)> 
则 4,EBR 时 .4.02f(0)， 对 X=AD+''*+AnbmEL, 
有 


Af(b) rt Anf (bn) 
= f(A410) + tf(Anbn)>f(7)>—f(—r) 
之 一 [f(b) t+f(—Anbn)] 
=f(4.01) 十- +t f(Anbm) 


=Af (D1) + + Anf (bm), 
融 认 ABAnbm) 二 4 了 51) + 十 Amf(5m)。， 所 以 f(z) 
在 A 上 是 线性 函数 
反之 , 如果 f(z) 在 工 上 是 线性 函数 , 特别 地 对 +EL 有 
f(—z)=—f(z). 1 
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$ 2 凸 函数 的 代数 运算 


在 实 分 析 中 的 很 多 代数 运算 都 是 保持 凸 性 的 ， 本 节 将 按 对 侦 
的 方式 分 别 讨论 ， 
1. 复合 
定理 2.1 设 f(z) 是 R" 到 (一 0, 十 吕 ) 的 上 同 函 数 ,p(y) 是 
五 到 (一 co ,+ 00) 的 不 减少 凸 函数 。 则 复合 函数 h(x) 一 gL f(x)] 
是 R" 上 的 上 是 函数 ( 设 p( 二 00)= 十 oo) 
证 明 对 于 VYx,y ER",0<<4<1, 由 定理 1,2 有 
fi(1—A)r+AhyjE(1—A)f(z) +4f(y). (1) 
将 (1) 应 用 干 9. 得 
让 [CI 一 2)x+4yse[(1 一 4) 了 (z)+470y)] 
(1—A)p[Lf(z)] + Ap[f(y)] 
=(1—A)h(z)+Ahly)., 
故 (xz) 是 西 函 数 ， 
这 个 定理 在 判定 具有 比较 复杂 结构 的 函数 的 凸 性 时 特 别 有 
用 . 
例 1 设 了 (x) 是 正常 同 俐 数 , 则 (2z)==e 也 是 正常 西 国 
数 ,因为 p(y)= 扩 在 忆 上 是 不 减 国 数 。 
例 2 设 7(z) 是 非 负 西 攻 数 ,PT， 
是 这 0 
?=-{, 5<0， 
别 (xz) 一 [f(z) 了 是 凸 图 数 ， 
例 3 设 g(Cz) 是 止 函数 , 则 A(z)=1g(Cz) 在 C={zlg(z) 
> 外 上 是 凸 函数 ,这 只 要 对 凸 国 数 了 = 一 g 应 用 于 
1 
o(0-{ 下 é<0, 
十 co < 之 0。 
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即 可 得 证 . 

2. 数 胰 

定义 2.1 设 f(z) 是 凸 函 数 ,4 宇 0, 称 4 (x) 是 (xz) 的 非 负 
左 乘 , 记 为 (4 用 (z) 一 47(z)， 

定理 2.2 车 f(z) 是 凸 函 数 , 则 非 负 左 乘 4f(z) 也 是 凸 国 
数 ， 

证 明 取 qg(8)=45,5&E 情 ,4 之 0, 则 gp(8) 是 不 碱 函 数 ， 由 定 
理 2.1,4f(z) 是 凸 函 数 , 

为 了 定义 右 乘 运算 ， 先 讨论 下 面 的 问题 ， 

在 8 1 已 经 看 到 , R" 上 的 每 一 个 凸 函 数 1(x) 都 伴随 一 个 R" 
中 的 上 是 集 epi f, 且 . 

f(r)=inf{ful(x, 1) Eepi f}., (2) 

它 的 反问 题 是 ,BR"t! 中 的 凸 集 是 否 一 定 对 应 BR” 中 的 一 个 凸 函 数 
呢 ? 如 果 可 能 ,用 什么 方法 来 构造 这 个 由 了 活 数 昵 ? 下 面 的 定理 说 
明 , 这 个 函数 的 图 形 正好 是 五 中 瑟 集 的 下 边界 ， 

定理 2.3 设 请 是 BR"t! 中 的 而 集 , 定 义 

f(z)=inf{u|(z, 1) EF}, (3) 

则 f(x) 是 R" 上 的 西 图 数 . 

证 明 设 对 于 x,yEE"， 存 在 a, hER， 满足 f(x)<a， 
f(yY) 达 8， 由 了 (x) 的 定义 ,存在 4,yER,H<a,y<B, 使 


(ZUH) EP,(y,7)ER, 


因为 了 是 西 集 , 套 (1 一 人 tz,4)+A(y,7)=((1 一 A)z+Ay， 
1 一 4)kT4y)SF， 所 以 ( 见 图 3) 
fi(1—A)s+AyTE(— Nu+tAy<(1—Aa tAp, 
由 定理 1.3 知 , f(x) 是 R" 上 的 让 销 数 ,上 
例 4 设 0C-{(51,62)| 红 + 如 <1}， 则 按 (3) 的 方式 构造 的 
山 英 数 是 (图 4 ) 
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~((1 一 各 z 十 Ay, (1 一 4)a 十 48) 


CC 一 人 zx 十 科 , (1 一 和 4 十 49) 


0 zz 1 ¥ 四 
《1 一 0)z 十 jy 
图 3 
一 (一 有 22 | 和 1<1， 
JED=| 81>1. 


定义 2.2 设 f(zx) 是 ER" 上 
的 是 晃 数 ， 0 和 4<+ooe， = 
hepif. 称 
(f4) (zs)=inf{ul(x, 41) EF)}, 
是 J(x) 的 非 负 右 乘 . 

从 定理 2.3 知 ,(f4) (z) 是 
目 鸭 数 .4> 盖 0 时 ,有 
(az)=inffal(z 1) EPF} 
=inf{Av|(Ay, Av) E PF} 
=Ainf{y|l(y,7)€ epi f} 
=Ainf {y (Ev) eepit}=4f C271s). 

当 4=0，f 才 + co 时 

F=0.epif = {0},. (f0)(x)=6(710) 
当 jf 二 + oo 时 

epi f =， =， 故 (f0)(x)=j(#)。 


» 128。 


从 上 面 的 结果 不 难 省 明 

定理 2.4 二 沿 补 (x) 是 正 齐 次 国 数 的 充分 必要 条 件 是 ， 
vAa>0, (fA)(r) f(x). 

定义 2.3 设 h(r) 是 RR” 上 的 同 销 数 , 二 cone(epih)， 称 
f(z)=inf{fp|(z,p)EFT} 是 h(x) 生 成 的 正 齐 次 由 胃 数 . 

从 定义 可 知 ,由 有 (z) 生 成 的 正 齐 次 是 函数 是 满足 1 (9) 二 0， 
f(x) 夺 h(x) 的 全 体 正 齐 次 函数 的 最 大 者 .因为 F=U4 ep 这 
Uto}, 故 有 0z) 寺 十 ee 时 ,有 

f(z)=inf{(h2)(7)14>0}. (4) 
当然 , 当 天 9 或 及 (9) 之 十 co 时 ,4 一 0 可 以 从 下 确 界 中 上 略 去 ， 

例 5 R" 中 的 非 空 是 集 C 的 般 范 总数 vy(x!1C) 是 由 56(x10) 
+1 生成 的 正 齐 次 凸 函数 .事实 上 , 设 h(x)=6(xJC)+1， 则 
42>0 肝 

(RA) CGE) 一 10001601 
一 0502r-Iz1C)3a26CrAC)A 


0 7=0, 

Ce) 090) {os 0 
故 

inf{(hA)(x) 420} =inf {420|rE 40}=y(r10), 

3， 加 法 和 下 卷 积 

定理 2.5 设 f(x), fezx) 是 BR" 上 的 正常 西 函 数 ， 则 (fi 十 
2) (2) 二 (7%) 二 f(x) 是 是 函数 ， 

证 明 留 给 读者 . 

因为 (f1+ fi)(%) 之 + oo 的 等 价 条 件 是 f(z) 之 + 0%, f(x) 
+00, 故 dom(f1+f)=dom fi 人 domf;. 当 dom(f,+f,)= 
时 ,表明 (f,- f,)(%) 是 非 正 常 巾 孙 数 . 

结合 定理 2.2, 可 以 得 到 下 面 的 推论 ， 
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推论 2.5.1 设 了 (x) 是 R* 上 的 正常 同 函 数 ， 和 过 0, i= 
1 入) 则 2 志 六 (>) 是 凸 函 数 ， 

例 6 设 f(w) 是 R" 上 的 有 限 凸 函数 ，C 是 非 空 凸 集 ， 则 

f(x) wzEC, 
fo +o- {go 
所 以 f(z) 与 示 性 函数 相 加 相当 于 限制 f(x) 的 有 效 定义 域 , 
定义 2.4 设 f(z) 是 BR" 上 的 正常 山 冰 数 ,$=1,，……,m, 称 
(fi fr) (Cr) =inf{f (m1) + . 
tfnrn)| rE RTI+. + rn= 2}, (5) 
是 广 (z)，…,f oz) 的 下 卷 积 ， 

定理 2.6 下 卷 积 (fi 口 … 口 f) (wv) 是 由 潮 数 ， 

证 明 设 记 =epif ,下 = 下 1 ， 则 下 是 瑟 ?+ 中 的 
凸 集 . 根 拟定 义 , 当 且 仅 当 (z ,uJEF 时 , 友 在 x,€ R",4€EB， 
(wiyH) ER ,ET 二 An 于 是 将 下 
按 (3) 式 构造 的 久 数 正 是 下 卷 积 .出 定理 2.3, 下 着 积 是 凸 函 数 , | 

当 m=2 时 ,下 卷 积 也 表示 成 ， 

(fe) (ea) =int{f (sy) + e(y)}, 


易 知 ,，dom(fLig) 二 domf -上 domg， 
例 7 设 f(x)=|z|l,gtx)=6(x10), CO 是 凸 集 . 则 函数 
De)(e) =inf{ls—y] +6(y10)} =inflz—yl=d(z,0). 所 


以 距离 函数 g(z ,0) 是 屿 函数， 
4. 逐 点 上 确 界 和 凸 包 
定义 2.5 设 f,(z) 是 R” 上 的 凸 函 数 族 , iEI, 了 是 任意 指 
标 集 ， 称 
f(x)=sup{f (2)1iE 7} (6) 
是 这 个 函数 族 的 逐 点 上 确 界 ， 
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定理 2.7 由 (6) 式 定义 的 西欧 数 族 的 逐 点 上 傅 界 (7) 是 庙 
函数 ， 
证 明 因 epif, 是 凸 集 , 故 人 epif, 是 是 集 ,由 (6) 式 , 有 


‘epif ={(z,a) | we R'sa€ R,supfi(x)<a,iEl) 
={(r,o) rE RaE RR,f2)<a,iEl} 


二 人 epif. 


i€EI . 
故 epif 是 凸 集 , 于 是 (x) 是 吓 函 数 , 

例 8 支撑 的 数 56*(z*|C)- sup{《<z*,y》|yEC} 是 线性 
函数 族 <x*,y》 当 y 在 C 上 变化 时 的 逐 点 上 稀 界 , 所 以 是 四 函 
数 ， 

例 9 设 x=(61)…,54)， 国 数 fz)= max {8&1 ,| 
x 一 (和 ,54)} 是 线性 函数 族 了 (zx) =《z,ei》 的 逐 点 上 确 界 ， 
1=1T ;hh; 其 中 6 是 "的 基本 单位 向 车 .所 以 有 (x) 是 同 晴 数 ， 

定义 2.6 设 g(x) 是 R* 上 的 实 全 函数 , 了 =colepig)， 称 
防 数 f(z)=inf{4|(z,p)EF} 是 g(x) 的 山 包 ,用 cog (zx) 表 
椒 。 

cog (x) 是 不 大 于 &g(z) 的 最 大 凸 函 数 ， 根据 第 一 章 定理 
3.5,(z;p)E 王 的 等 价 条 件 是 

x,H)=A(TI UL) 十- FAn(Tm, Lm) 
一 (Mo 十 十 Away NM + Anim), 


其 中 (zi, 1) Eepig ,2 之 0, 2=1,"…',Mm, 2_4;=1。 故 
i 


f(x)=inf{y|(z, 41) EF} 
=inf {2 Fe Ant | 


=AW TT tAntm, EX)EKi, di0, 1.=1) 


iml 
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=inf| ag (1) 1 -，,. Ar) 


必 


=Ar tt Arm, A; 0, > 4.=:1 } (7) 


其 中 下 确 界 是 在 2 作为 瓦 " 的 点 的 凸 组 合 的 全 部 表示 式 上 上 取 的 ， 
当然 应 避免 ce 一 ce 的 发 生 ， 

定义 2.7 设 {f,(+)|i€E 了 是 R*" 上 的 任意 消 数 族 , 7 是 任意 
指标 集 . 称 co (inf {f(x)|i€ 了 /7}) 是 这 个 国 数 族 的 上 四 E 包 ， 用 co 
{f(x)1iE7T}) 表 示 . 
| 设 Pco epif, 故 


co{fi(x)|liEI}:inf{u|(z,u) EF}. (8) 
显然 这 是 满足 对 于 vx & BR YiE1T,f(z) 之 f(x) 的 凸 消 数 人 (3) 
的 最 大 者 (不 一 定 正常 ). 

.定理 2.8 设 {jf,(x)|ieE 了 是 BR" 上 的 正常 凸 函数 族 , f(#)= 
co{f (zx) iET}, 则 


f(s) int {Dhfi(s) ls 


= Aiv, 1, 42>0,ieT), (9) 
iEr ;EI 
其 中 下 确 界 是 在 4 作为 元 素 x， 的 点 组 合 时 的 全 部 表示 式 上 取 的 
只 有 有 限 个 4, 不 为 0. 
证 明 ”根据 第 一 章 定理 3.17,(z,Ap)E 太 的 等 价 条 件 是 
(和 ,NA) 一 > ， dz;, Ki) =({ Dr, > Ap ) 
YE 了 i€ET 了 
其 中 (zx;, 2;) Eepif,, 40,iET, 4=1, 且 只 有 有 限 个 A>0, 
iEI 
故 由 (8) 得 | 
f(x)= inf {Thils 


» 
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= hr f(s) Sp A20,iET, Dh -1 


tiE7 


一 inf| 于 Do ifCzi)1z 


一》 MXi Mi 之 0， 1 和 了 ， 己 2=1- 
1ET 


即 (9) 成 立 . 1 

5. 线性 变换 中 的 象 和 逆 象 

定义 2.8 设 4 是 从 "到 ER" 的 线性 变换 ,g(y) 是 ER” "上 的 
凸 函数 ,pz) 是 及" 上 的 凸 函数 ， 称 (84)(z)=g (4z) 是 在 4 中 
8 的 逆 象 ，(44)(y) 一 inf {h(x)|4x 二 y} 是 在 4 中 及 的 象 . 

定理 2.9 (g 4)(z) 是 R" 上 的 晤 函数 ,(4%)(y) 是 R”" 上 的 
凸 项 数 ， 

证 明 留 给 读者 ， 

例 10 设 4 是 投影 变换 ， 

4 (和 

h(x) 是 R" 上 的 凸 函 数 , 则 

CAP) (Esser Gn) = inf (生生 Er 有， 


由 定理 2.9,(Ah)(é,, ”° ,Sm) 是 出 函数 ， 
8 3 “ 凸 函 数 的 闭 包 和 连续 性 
线性 函数 是 处 处 连续 的 ， 但 一 般 的 凹 函数 却 并 不 都 是 如 此 ， 


研究 下 面 的 例子 ， 
例 1 函数 
‘1 4<1， 
fr) = +*=1, TER 


是 一 个 凸 函数 (图 5), 但 是 它 在 domy 的 边界 点 Y=1 处 发 生 间 


es 于 323。 


正如 这 一 池 将 要 看 到 的 ， 凸 函数 的 不 连续 性 仅 能 发 生 在 其 有 
效 定义 域 的 某 些 边界 点 上 ， 为 了 消除 这 些 不 连续 点 ， 下 面 研究 函 
数 的 闭 包 运 算 . 
1. 下 半 连 续 性 和 闭 包 ; 
定义 3.1 设 f(s) 是 在 SR" 上 定义 的 广义 实 信函 数 ， 如 
果 对 于 S 中 使 w->sE5, iimf (si) 存在 的 每 个 序列 {x, 汪 中 


f(s) <ilimf (4, )， (1) 


则 称 f(z) 在 * 下 半 连 续 ， 如 时 一 f(x) 在 4 下 半 连 续 ， 称 f(x) 在 
z 上 半 连 续 . 和 如果 fF(z) 在 8 
的 每 一 点 都 是 下 半 连 续 的 ， 
则 称 f(z) 在 S 下 半 连续 , , 24 - eof(1)=2 
如 果 了 (x) 既是 下 半 连续 也 . 
是 上 半 连 续 的 , 则 称 zx) 过 
续 . 

可 以 证 明 , f(x) 在 * 下 
半 连 续 的 等 价 条 件 是 ， 对于- 
Ve 盖 0， 存 在 0>>0, 当 YyE 
万 时 ,六 (z) 一 se 生 了 (y) ,其 中 
B= {y1|z—y|<}. 图 5 

定理 3.1 f(x) 在 x 下 半 连 续 的 充分 必要 条 件 是 

f(s)<lim inf f(y). (2) 
证 明 利用 等 价 条 件 证 明 . 
设 jz) 在 二 半 连 续 , 则 对 ye 汪 0, 有 


f(s) einff(y) = am) lim inff(y), 
其 中 B={yj lz 一 y|<n}。 在 e>0 时 取 极 限 ,得 
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f(z) 


f(s)<lim inff(y)， 
所 以 (2) 式 成 立 ， 
”反之 , 设 (2) 式 成 立 ， 则 对 Ye>>0; 存 在 7>0, 使 
f(s)—e<inff(y), 

其 中 B={y|l|x 一 y|< 虽 ， 此 即 表明 f(z) 一 e<f(y),y EB. 

故 f(z) 在 % 下 半 连 续 . | 
根据 定理 3.1,f(z) 在 z 下 半 连 续 可 以 表示 成 ~ 
f(s) =lim inff(y)=lim(inf {f(y)11s— yl<e}), (3) 


下 面 的 定理 说 明 下 半 连 续 在 研究 凸 函 数 时 的 重要 性 ， 

定理 3.2 设 f(z) 是 Bo" 到 [一 co ,+ co] 的 实 值 函数 , 则 下 列 
条 件 等 价 : 

1) f(z) 在 "下 半 连 续 ， 

2) YaE RV ,={z|f (zx) 之 a} 是 开 集 ， 

3) va ER,F,={4|f(+) 志 a} 是 闭 集 ， 

4) epi.f 是 ER"+! 中 的 闭 集 . 

证 明 设 1) 成 立 ，(%wi,ai) Eepif， (xi,00) > (2 a) e 


R"t!， 这 时 (xi) 三 a;。 由 (2), 有 

f(w)<lim inf fC%,) <liminfa;=a. 
故 (z,a) Eepif ,epif 是 闭 集 : 即 4) 成 立 ， 

设 4) 成 六 ，wi EP,vi st - 均 (wi) 所 a, (wi,a) Eepif, 
且 (xi,a) 一 >(z,a)， 但 epif 是 闭 集 ,于 是 (z,a)Eepif， 即 


f(z) 志 ga,xE 卫 。。 所 以 了 ,是 闭 集 , 故 3) 成 立 ， 
设 3) 成 立 ， 因 为 了 。 是 到 的 补 集 , 故 下 .是 开 集 ,2) 成 立 ， 
设 2) 成 立 ， 如果 zER Ye>0， 令 a=jxz) 一 as， 则 wxE 
s ,由 下 。 是 开 集 ,存在 1>>0, 了 DB--{y|z 一 ”< 四 。， 所 以 对 
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yyeB,f(z) 一 se<f(y), 则 了 (z) 在 下 半 连 续 ,1) 成 立 . 1 
定理 3.3 设 {f,(z)|iE7} 是 在 4 下 半 连 续 的 实 值 函数 族 ， 
7 是 任意 指标 集 , 则 觅 数 族 的 逐 点 上 确 界 f(z)=sup{ffi(z)lic 
在 z 下 半 连 续 , 只 要 jz)< +eo。 
证 明 由 f(z) 的 定义 ,对 Ye>0, 存 在 指标 加 ,使 


f (za) 一 二 和 fo(z)， (4) 


而 fi,(z) 在 > 下 半 连 续 , 故 存在 ?=7(eyz)>0， 使 当 yE B={y| 
lz 一 y|< 放 时 ， 有 


f(s) -FEF (y) SFY) =supfi(y), (5) 


结合 (4),(5) 知 yYEB 时 f(x) 一 e 亿 f(y), 即 f(z) 在 x 下 闪 连 
续 , | 
现在 利用 上 方 图 的 闭 包 运 咎 定义 函数 的 闭 包 运 算 . 
定义 3.2 设 f(x) 是 R* 上 的 实 值 纳 数 .如 果 函 数 8(z) 满 
足 ，el(epif )=epig , 则 称 g(x) 是 f(x) 的 下 半 连 续 包 . 
显然 ,g(2) 志 1(x), 且 g(x) 是 下 半 连 续 的 . 
定义 3.3 设 f(z) 是 ER" 上 不 取 一 2 的 凸 消 数 。 称 f(s$) 的 
下 半 连 续 包 是 (x) 的 闭 包 ,用 clf (x) 表示 , 即 
epi(clf) =cl(epif). (6) 
如 果 对 某 一 个 2 ,f(x) = 一 co, 则 定义 clf(z) = 一 co。 如 果 满 足 
clf (zx) 二 f(z), 则 称 f(z%) 是 闭 同 毅 数 . 
定理 3.4 设 f(z) 是 R" 上 的 正常 三 函 数 , 则 f(x) 下 半 连 续 
与 了 (2z) 蚌 闭 凸 函数 等 价 . 
证 明 设 f(z) 是 闭 上 是 函数 , 即 clf (xz) 二 f(x)， 则 由 (6) 式 得 
epi =epi clf = 一 cl epi 了 ， 
即 epif 是 闭 集 ， 由 定理 3.2,f(x) 下 半 连 续 . 
反之 , 设 j(x) 下 半 连 续 . 则 由 (6) 式 ,epif =cl(epif})=epi clf， 
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故 clf (zx)=f(z), 于 是 f(z) 是 闭 是 函数, | 
例 2 求 例 1 中 f(x) 的 闲 包 ， 
解 六 z) 是 正常 凸 函 数 ， 易 知 


2 一 -1 v1， 
df(z) =| sl 
0 1+ 63< BR’, 
f= E12 BR’, RAE(O0,+) 
to i168> 再? 
的 闲 包 ， 
解 f(?*) 是 正常 是 孙 数 ， 易 知 
pos {0 E17 ER, 
ro > 
例 2, 例 3 告诉 我 们 ,只 了 (z) 


要 重新 定义 在 domy 的 边 


界 上 F(z) 的 某 些 值 , 就 可 以 D2 
得 到 clf (x) .所 以 闭 包 运算 

是 对 函数 的 种 合 理 规范 

化 ， 它 将 某 些 不 是 下 半 连 续 clf(1)=0 


的 凸 函数 变 得 更 加 规则 ,从 ”一 八 
而 可 以 利用 定理 3 .2 的 四 个 
性 质 ， 这 在 极 值 问 题 的 理论 
和 应 用 中 都 是 很 重要 的 . 图 ， 

2， clyf(*) 和 (>) 的 关系 

首先 讨论 非 正常 凸 函 数 的 情形 

定理 3,5 设 (xz) 是 非 正常 加 函数 , 则 对 yx Eri(domy )， 
1(z)= 一 ce， 故 非 正 常 凸 函 数 除了 在 有 效 定义 域 的 相对 边界 点 
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外 ， 必 然 是 无 穷 大 . 

证 明 如 果 jz)= +oco ,结论 明显 . 

设 f(x) 才 + 00, uEdomf ,foo = 一 czErgdomf)， 由 
第 一 章 定理 4.6, 存 在 4>1, 使 y=(1 一 x+ArEdomf， 故 得 
到 ”= (1 一 人 )2+4y,0<4=AI<1， 再 由 定理 1.3, 对 于 任意 的 
a> 丰 (2 ,6>Ff(Yy)， 有 

fxz)=fL(I 一 4)2+4y<(1 一 4)a+40. (7) 
因为 (4%)== 一 co0,f(y) 之 09, 在 (7) 式 中 令 4> 一 00, 知 f (4) 二 
—.1 
推论 3.5.1 下 半 连 续 的 非 正常 凸 函数 没有 有 限 值 。 
证 明 由 下 半 连 续 定义 及 定理 3.5 知 
{w|if(z)=—c0} Dcl(ridomf). 
但 
cl(ridomf)=cl(domf) Ddomf, 
故 zEdomf 时 .f(z)= 一 0. 而 zdomf 时 ,f(z)=+o. 1 

推论 3.5.2 设 J(z) 是 非 正常 山 函 数 , 则 clf (zx) 是 闭 非 正 
常山 函数 。 当 xz Eri(dom 了 有) 时 ,clf (x) 二 了 (x). 

证 明 留 给 读者 . 

现在 讨论 正常 山 函 数 . 

定理 3.6 设 f(z) 是 R" 上 的 正常 屿 函数 , 则 

ri(epif) ={(x,4)irEri(domf),f(2)<nu<+o0}. (8) 

证 明 考虑 到 第 一 章 定理 9.19 之 前 的 说 明 ， 仅 证 明 满 维 的 

情形 ， 即 证 明 


intCepif )={(z, p)|w€Eint(domf), f(x)<p< + 0}. (9) 


因为 关系 “ 忆 ” 是 明显 的 ， 只 证 明 关 系 “ 汪 ”， 设 (5, 包 ) 满 足 ， FE 
int(domf)，f(z)<RK， 则 存在 多 面体 Pco{ai,…, 4;}C 
domf, 使 Eint P, 令 a=max{f(a))i=1,…….,7}, 对 YXE 
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P, 则 z= Taal, hl 因 f(x) 是 凸 函 
数 , 故 
f(TAf SE Naa. (10) 
i=l i=1 


所 以 开 集 {x ,4)|z EintP,a<p< 之 +2}Cepif 特别 地 :对 于 V 
LH>a,(F, 4) Eint(epif ). 而 (z,f(F)) Eepif. 所 以 (元 ,上 ) € 
(1 一 和 4)(F,4) 二 A( 5))0<4<1， 故 由 第 一 章 定理 4.5, 得 
( 子 ,Eint(epif)， 即 关系 “也 ?成 立 ， 
推论 3.6.1 设 f(x) 是 玉 " 上 的 正常 凸 函 数 , 存 在 *, 满足 
f(z)<a,a€ER, 则 存在 Eri(domf), 合 f(x)<a. 
证 明 由 已 知 条 件 , 开 半空 间 {(x,4)jz ER",L<Q} 满足 ; 
{(z,u)|r ER",L<a}Nepif #8, 
根据 第 一 章 习 题 31 ,得 
{vu) | ER'.u<a}fri(epif)8, 
即 { (zu) rE Ru<a}fN{ rr Er (domf), f(z)<p< 
+ cc} 关 亿 。 在 交 中 联 一 点 (#,2), 则 Zz Eri(domf),f(#) < 二 < 
a. | 
推论 3.6.2 设 f(x) 是 R" 上 的 正常 师范 数 ， 凸 集 C 满 
是 ， riCCdomf, 且 存在 EclC,f(x)<a,aE RR， 则 存在 ZE 
riC, f(z)<a, 
证 明 设 
f(x) wEclO, 


go-| +o YY&clc， 


虽 riCCdomgCclCc， 故 rdqomg)-riC， 由 已 知 条 件 , 存在 一 
个 zx,g(7)<<a， 所 以 出 淮 论 3.6.1, 存 在 XEri(domg), 使 g(3) 
<a, 即 XEriC, f(z5)<a, 1} 
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推论 3.6.3 设 了 (z) 是 忆 " 上 的 正常 凸 国 数 , C 是 凸 集 ， 
f(x) 在 C 上 上 有限， 对 任意 x*EC,f(z) 之 a, 则 对 任意 zEclC， 
f(x)>a, 

证 明 留 给 读者 ， 

下 面 是 关于 正常 凸 函数 闲 包 的 重要 定理 

定理 3.7 设 f(x) 是 R" 上 的 正常 典范 数 ， 则 clf (zx) 是 六 
的 正常 凸 函数 ,xz fcl(dom f)\ri(dom 了 有) 时 ,clf (x)= f(zx). 

证 明 cljf(z) 下 半 连 续 ， 因为 jz) 在 domf 上 有 限 ,由 推 
论 3.5,1,clf(z) 是 正常 的 ， 

设 xEri(dom 故 ， 作 垂 线 歼 ={(z,A)14EBR)} ,由 定理 3.6， 
miriCepij) 天 络 ， 改 

MMNepi(clf)=- Mecl(epi f)=cl(MNepif)= MN epif, 
所 以 人 f(z)=f(z). 

设 xqgcl(domf)， 办 为 cl{dom 了 )} 了 domtclf) 访 domf, 所 以 
clf (x)=f(%)=: >, F 

推论 3.7,1 没 fx) 是 R" 上 的 正常 是 函数 ,dom 下 是 仿 射 
集 , 则 (x) 是 所 汪 油 数 ， 

证 明 dom/ 没有 相 村 出 界 . 上 

从 定理 3.7 可 知 , 对 于 下 常 西 函数 f(x)，dom (cif) 和 
domy 的 差别 最 多 在 domy 的 边界 点 上 ,月 

cl(dom(clf))=cli(domf) ,ri(dom(clf)) =ri(domf), 

dim(dom(clf})) =dim(domf), 


3. cIf(x) 的 计算 
定理 3.8 设 了 (xz) 是 R" 上 的 正常 西国 数 ,z Eri(domf 耻 ). 
则 对 任意 yE 吾 "， 有 
of limfLO A)rt AY]. (11) 
当 f(z) 是 非 正 常 凸 国 数 , 旦 yEcl(dom 广 了 时,(11) 式 也 成 立 ， 
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证 明 因为 clf(z) 下 半 连 续 .clftz) 委 六 rz), 故 
Dif(y)<lim inf clf[(1—A)z- jy 了 Slim inf jLG 一 人 7z+Ay]. 
ali 4 


所 以 只 需 证 明 
clf(y)>lim supf[(1—4)s + Ay], (12) 
任 取 Bclf(y).a> 了 (x)， 则 
(y,PB)Eepi(clf)=cel(epif), (x,a) Eri(epif), 
故 由 第 一 章 定 理 4.5.0 委 <1 时 ,有 
(1 一 4)(rxz)- 上 Aty, 8)Eri(epif). (13) 
因为 了 (2) 是 凸 函 数 , 故 0 委 4<1 时 .有 
fi(1—A)z+AyJ<(i—ANa+Ap. 
令 4>1 取 上 极限 ,有 
lim supf[(1—2)e ~ Ay Slim sup[ (1—A)a + 48]= Bp. (14) 


由 的 任意 性 , 知 (12) 成 立 . 
当 f(x) 非 正常 且 y€cli(domf) 时 , 因为 0 夺 4<1 时 ,f[(1 一 
4)%+4y] 一 一 ce， 故人 11) 仍 成 字 。， 上 
推论 3.8.1 设 /1(z) 蚌 闭 正常 凸 函 数 , 则 对 任意 YEdomf 
和 yER'", 有 | 
I) infi(i~ Nr+ hy]. (15) 


证 明 设 pg(4)=f[(1 一 和 )x+4y]， 则 gl4) 是 RR 上 的 正常 
由 函数 .gpg(0)=f(z)<<+20,9(1)=f(y). 
因为 {41p() 壹 a} 是 在 连续 变换 ， 4 二 (1 一 A)x + 4y = 下 
闵 集 {z| f(z) 志 a} 的 逆 象 , 故 是 闭 集 ， 根 据 定 理 3,2,9(4) 下 半 连 
续 ，domg 是 一 个 区 间 . 
如 果 这 个 区 间 的 内 点 在 0 和 1 之 间 , 则 到 0 过 4'<1i, 有 
limg(4) =lim clp(4) =lim limgL (1— pH) 4 + pA] 
=limgL (A) A +A1j=clp(1) =9(1) 
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=f(y). 
如 果 这 个 区 间 的 内 点 不 在 0 和 1 之 间 , 则 lim 9p( 和 =p(D= 
t+oo, 
例 4 设 在 8” 中 ， 
一 (一 | |zle1, 
fo) oo |z|>1, 
易 知 (x) 是 正常 册子 数 ，domf- {zx| lx| 志 1}， 利 用 (11) 知 ,在 
dom 了 的 边界 上 clf (zx)=f(z)， 故 对 YE BR,clf (xz)= f(z). 
所 以 f(x) 是 闭 正常 屿 函数 . 
4. cif(x) 扎 f(x) 的 水 平 集 
定理 3.9 设 f(z) 是 R" 上 的 正常 是 函数 ,a € R,a>inff. 
则 
1) cl{z|f(z)Sel=cl{z f(x)<a}={zx|df (7)<a}, 
2) rifz| f(a} <o} “ri{z|f(z)<a}={r Eri(domf)|f(z) 
<a}; 
3) 1) .2) 各 集合 的 维 数 与 domf 的 维 数 相同 ， 
证 明 设 五 = {tx,0)|xE BR"} 是 ER"t! 中 的 水 平 超 平面 ， 由 
推论 3.6.1., 定 理 3.6 知 有 Nri(epif) 去 ,而 
{(x.o)|f(z)<a} =HNepif, 
由 第 一 章 推 论 4.8.1, 得 
cl{(zx,a)|f (ra} = HNc(epif)= HNepi(clf) 
={(z,a)|zE E"}/N{(Cz, 4)|clf Cz) 
Hu} 
={(z,a)|of {x)<a}, 
所 以 cl{z]f(x)<o}={z|clf (zr)<o}. (16) 
ri{(x,a)|f(z)Ea}= HNri(epif) 
={(r,4)|l7E ER"}N{(z ,4K) Ir EE 
ri(dGomf),f(z)<p} 
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所 (17) 
co)<a} 
[f(z)<a) 
所 以 Cl{xly ~. ， (18) 
利用 第 一 章 习 题 30, 得 
ri{z|f(x)<a} =ri{z|f (x)<a}. (19) 


故 1)、2) 成 立 ， 山 集 的 闭 包 和 相对 内 部 具有 相 同 的 仿 射 包 , 故 3) 
成 立 . | 
推论 3.9.1 设 了 (zx) 是 R" 上 的 闭 正常 是 销 数 , bom 了 是 相 
对 开 集 ，a 之 inff，a ER, 划 
ri{fz|f (x)<a}={r|f(z)<a}, (20) 
cl{a[f (x)<a} {zr|f(z)<a}. (21) 
证 明 由 条 件 ,clf (x)=f(z),ri(domf)=domf. | 
5. 连续 性 
为 了 证 明 凸 函数 的 连续 性 , 先 证 明 两 个 以 后 常 使 用 的 不 等 
式 . 
定理 3.10 设 g(c) 是 忆 上 的 凸 国 数 ,co<cai<c:, 且 ao.al、 
zs.€Edomg, 则 


g(a2) 8(00) ~ Ea) g(a0) 
a a Ee ai—ao » (22) 
g(01) 8(00) ~ E92) ~ ga) (23) 
Qi Qo 一 Ciz 一 G1 “ 
、 、 一 Go Qs—a 
证 明 设 人 Tas—ao’ 1 一 4 一 一 下 则 0< .4<1, 且 
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1 一 作 Qs 
9, “2 1 


has+ (1 一 人 ao 和 和 as 和 人 人 aa 
因为 g(x) 是 凸 范 数 , 帮 
g(a) =8eThas (1—2)4 工 0 2g(aa) 
Qo, 
ta a,e Co )， (24) 
将 (24) 式 两 边 癌 时 减 去 g(06), 得 


2or 


S(4cl) 一 g(a) Sa ,8(2a) 一 8E(cZo)]， 


故 (22) 式 成 立 ， 
将 (24) 式 变形 为 
eta + Htig(0,) < Lheg(a,) 
ta g&(90), 
或 
gta) eg (oe)l < Hag) ela)], 
故 (23) 成 立 , 上 


由 (22) 知 ， 莽 商人 <2 一 8 是 a 一 a 的 不 碱 少 函数 ,这 个 


事实 以 后 要 经 常用 到 ， 

定理 3.11 设 f(z) 是 R* 上 的 是 函数 , 则 了 (2z) 在 ri(domf) 
的 每 个 尊 有 界 子 集 C 上 有 上 界 . 

证 明 由 Heine-Borel 有 限 复 盖 定 理 知 , C 可 以 被 顶点 在 
domy 内 的 有 限 个 单纯 形 复 盖 . 故 只 要 证 明 f(z) 在 ri(domy ) 中 
的 单纯 形 上 有 上 界 即 可 . 

如 果 f(z) 是 非 正 常 的 .结论 自然 成 立 . 

设 f(z) 是 正常 凸 敬 许 ,下面 按 单纯 形 的 维 教 进行 归 纳 证 明 . 
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由 定理 1.2.f(z) 在 一 维 单 纯 形 (线段 ) 上 有 上 界 ， 
fL4z+(I 一 ys41z) + 一 人)10y) 0<4<1， 
设 jz 在 domj 内 任 一 7 一 1 维 单 纯 形 上 有 上 界 ， 8S (zu 
…V131) 是 7 维 单纯 形 ,xyrrlEri(domy )， 
如 果 ES zwr+1)5 3 天 rt， 则 
充 二 4X 二， 十 riD20 人 1 一 


r+l1 ’ 
了 十 1, 2 ji 一 1， 
i=1 


4r+i<1 ,将 它 改写 成 
和 一 HZ 二 ArHIYrfl 
其 中 =1 一 和 505s 一 (Mw As) /1 A) fi 
仿 射 无 闫 ;所 以 z 是 domf 中 7 一 1 维 单纯 形 的 点 , 由 归 纳 假设 ， 
有 f(z) 达 N,N 与 zzr 有 关 . 改 
fxz)sAUfs)+Ahifzr)SmaxrNw,fz)]， (25) 
所 以 fxz) 在 Sr， xzr+i) 上 有 上 界 . 上 
定理 3.12 设 J(z) 是 忌 " 上 的 正常 西国 数 , 且 在 zeoEdomy 
的 一 个 邻 域内 有 上 界 , 则 f(x) 在 >, 连续 . 
证 明 不 类 一 般 性 , 设 zo0=9,2={z|]x|< 让 , 且 对 于 vx E& 
Q ,f(z) 达 NN， 设 sED; 研 究 函 数 g(Q)=f(a x),aE 了 ,在 (22) 
中 令 0 二 0,21 二 >0,4s 1, 得 
&(9)—8(0) 8&(1)— 80) 
a > 


而 gC1) 一 fsN.g8(0) 一 8 的 入 N .所 以 


flax)—f 0) <2Na, (026) 
在 (23) 中 令 Q6 王 一 1, 9 一 0,0; 二 ,得 
& (0)- (08) < 二 EC) 
0 一 (一 1) 
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~2Na<f(ax)—f(0). (27) 
由 (26)，(27) 得 
|f (lax)—f(0|<2Na. (28) 
任 取 e>0, 设 6=e/(2N)<1,0 =652, 设 yYEoo 则 存在 yxE0， 
满足 y= 二 6x, 由 (28), 得 
f(y)—f(0)1=1f(6x)—f(0)|<2No=2, (29) 
所 以 J(z) 在 x,=90 连续 , | 
定理 3.13 设 f(z) 是 R" 上 的 正常 轴 函数 ， 则 f(x) 在 
ri(dom 力 连 续 ， | 
证 明 设 vroEri(domf 有 )， 则 xz。 是 单纯 形 S*Cyo,… ,Yi) 的 
内 点 ,yysEdomy ,k=dim(domf)， 由 定理 3.11, 了 (x) 在 
vo 的 一 个 邻 域内 有 上 界 ， 册 定理 3.12,f(w) 在 zw, 连续 ， 玖 f(%) 
在 ri(dom 了 连续 . 
推论 3.13.1 在 瑟 " 上 处 处 有 限 的 四 函数 处 处 连续 ， 
证 明 留 给 读者 . 
例 5 设 1(z, 站 是 R"xT 的 实 值 函 数 ,其 中 7 了 是 任意 集合 . 
对 每 一 个 ,f(x,t) 是 4 的 西沙 数 ,对 每 一 个 x, 了 f(z, 四 是 t 的 有 界 
hlw)=sup{f (x,t) ItET}. 
(5) 是 是 函数 族 的 逐 点 上 确 界 , 因 而 是 有 限 凸 冰 数 。 故 h(xw) 是 x 
例 6 设 f(z) 是 BR" 上 的 处 处 有 限 凸 函数 ,C 是 ER 的 非 空 号 
子 集 , (zx) 是 f(x) 在 平移 C+z 的 下 确 界 , 则 
h(z)=inf{f (y+7x)ly EC}=inf{f(r—2)lz:E—0} 
=inf {f(z—z)+6(2| -0)}= (fe)(r), 
其 中 g(x)=6(x| 一 0). 所 以 h(z) 是 R* 上 的 凸 范 数 . 因为 f(x) 
处 处 有 限 ,dom& = 二", 故 有 (zx) 三 一 吕 或 处 处 有 限 ,h(x) 是 ER" 上 
的 连续 函数 
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6， Lipschitz 条 和 件 . 
定义 3.4 设 f(z) 是 在 SCR" 上 的 实 值 冰 数 ,如 果 存 在 a 之 
0)axE 下, 满足 . 
[f(y)—f (tr)|Saly—2|, Yi,yES, (30) 
则 称 1(z) 在 5S 满足 Lipschitz 条 件 , 简 记 为 工 - 条 件 ， 
特别 地 .了 (zx) 在 满足 工 -条 件 表示 帮 x) 在 3 一 致 连续 。 
下 面 的 定理 是 对 定理 3.13 的 改进 ， 
定理 3.14 设 f(x) 是 R" 上 的 正常 凸 函数 ,S 是 ri(dom f) 
中 的 任意 闭 有 界 子 集 , 则 f(z) 在 3 满足 工 -条 件 ， 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 dim(dom 了 )=n, 则 SCint(dom 请)， 
对 任意 ce 二 0,S + eB 是 闭 有 界 的 ,其 中 5 是 单位 球 ， 由 8B 的 闲 性 及 
SCint(dom 了 ), 故 
(CS -eBN(CRM\int(domf)))=8. (31) 


>0 
所 以 存在 一 个 之 0 使 
S+eBNMN(R" int(domf))=, 
即 S+eBCint(dom 了 )， 由 定理 3,13,f (7x) 在 S$S +eB 上 连续 , 故 
f(x) 在 仿 +sB 上 有 界 。 设 入 ;NN 分 别 是 上 、 下 界 ,x ,YES,z 
人 yy 一 x1)(y 一 ?), 则 
[zie|lyl te/ly~s i)ly—zx|=|y|l+e, (32) 
元 2ES +eB, 设 4=ly 一 x|/(e 二 |y 一 +|) ,0 过 4 之 1, 则 
yy 一 (1 一 4)7 十 43， 
因为 fx ) 是 西 项 数 ,于 是 
OYIE(I—A I) TAF) = f(r) A(T)— f(r)). 
故 
OY)— f(r) EA Ns N,) 
=(|y—z|/(e rly—r|) (Ns — NN) 
<ajy 一 xj (33) 
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其 中 a=( 六 ,一 1)/e。 由 z,y 在 5 中 的 任意 性 ,得 到 fz) 在 8 
上 满足 工 - 条 件 . | 
”7. 一 些 函 数 运算 的 下 半 连 续 性 

作为 本 节 的 最 后 一 个 小 节 , 讨 论 82 中 定义 的 一 些 凸 函数 运算 
的 下 半 连 续 性 .因为 对 于 凸 函 数 来 说 ， 下 半 连 续 性 与 闭 性 是 等 价 
的 ,所 以 在 下 面 定理 中 , 均 使 用 闭 性 的 术语 

定理 3.15 设 f(x),…,fn(#) 是 BR" 上 的 正常 是 沙 数 . 

1) 如 果 c1f 了 (x) 二 f(z),i=1, ,mm,(fi1 一 十 jn)(#) 寺 
二 co9, 风 (了 十 …* 十 fm)(z) 是 闭 正常 廿 函数 ， 


2) 如 果 f,(z) 不 全 是 闲 凸 函数 ， 但 站 iCdom 了 ,) 关 名 , 则 
i=1 


clfiteer tfn)(s)=clf (x) te tol 《34) 
证 明 1) 在 $2 中 已 经 知道 ， (J 车 … 一 Jm) (+X) 是 正常 此 清 
数 ， 故 只 证 明 它 是 闭 凸 范 数 ， 


设 fx)=( 开 二，…， + fa)(s),sEridomf)=ri( (| dom 人 
i=1 
对 于 YY", 由 定 电 3.8, 有 


cl f(y)=lim f[(1—A4)r+Ay] 
A71 


= Dimf (Nr +hy] 


= ef (y= ft tf y) 
i=1 


=f(y), (35) 


需 ( 了 二 … 二 fa) (XY) 是 亲 山 消 数 。 
2) 由 第 一 章 定理 4.8, 知 
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个 ri(domf;)=ri(dom 了 ) ， 
i=1 


因为 站 ri(domf) 关 @, 故 可 取 xEri(dom f)， 再 利用 定理 3.8 
i=1 


就 可 类 似 地 推出 (34) 是 成 立 的 . 

定理 3.16 设 人 (xz),i€E1 是 ER" 上 的 正常 是 函数 族 ,1 是 任 
意 指标 集 ,f (x)=sup{f:(#)1iE 7}. 

1) 如 果 fw) 在 某 些 点 有 限 ,cl f(x)=f (zx),iE7, 则 Fo 
是 闲 正 常 是 函数 ， 


2) 如 果 f(x) 不 多 是 闭 凸 函数 ,但 存在 z € 们 ri(dom f,)， 
i€EI 
f(¥)< "00,NMclf (x) =sup{clf (zx) |iET}. 
证 明 1) 由 §2 知 f(z) 是 正常 是 消 数 ， 因 为 epif, 是 闲 集 ， 
epif = 们 epi7,, 故 epif 是 闭 集 , 所 以 f(z) 是 闲 正 常 凸 隧 数 . 
iET 


2) 由 第 一 章 定 理 4.8, 有 
epi(cif )=cl epif =cl 门 epif,= 和 cl epif, 
1E 了 iEr 


= (\epi(clfi)=epi sup{clf Ii€EI1}, (36) 
[1 


所 以 
cif(x)—=sup{clf (x)|iEI}.| 
定理 3.17 设 4 是 从 R" 到 ER” 的 线性 变换 ,g(y) 是 R" 上 
使 (g 4)(x) 才 + % 的 正常 是 函数 . 
1) 如 果 clg(y)=g(y), 则 cl(g4)(x)=(g A)(x)., 
2) 如 果 & 不 是 团 是 子 数 ， 但 存在 x, 使 4z Eri(domg)， 则 
cl(gA4)(4)=((clg) dA)(r), 
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证 明 1) 由 定理 2 9,(g 4)(x) 是 正常 凸 函 数 ，epi(g4) 是 
在 线性 变换 B，(x,p) 一 >(A4zx,4) 下 epig 的 逆 象 , 故 当 clg (y) = 
g(y) 时 ,cl(84)(z)= 一 (84)C7)， 
2) 由 第 一 章 定理 4.10 及 本 章 定 理 3.6， 得 
epi(cl(g A))=:c¢l epi(gA)=cl(B-!epig) 
=B-i(clepig)= Bepi(cl g) 
=epi(clg )A, 
所 以 
cl(gA)(x)=((clg)A)(z).1 


$ 4 共生 函数 


这 一 节 及 8$5 主 要 讨论 凸 国 数 的 对 偶 理 论 ， 这 是 凸 分 析 的 一 个 
重要 的 研究 领域 ， 它 在 负 全 问题 中 的 作用 正 越 来 越 受到 重视 ， 

1。 共 轿 函 数 的 概念 

设 f(z) 是 Rr 上 的 闭 同 消 数 , 故 epif 是 R"1! 中 的 闭 凸 集 ， 计 
算 epif 的 支撑 函数 ， 

SO*((x*,p*) epif) = sup{ tr 2s>UUYz un) Eepif}, 
如 果 AU*>>0， 对 于 固定 的 zu 可 以 是 大 于 (x) 的 任意 实数 ， 故 
6*((z*, nu*) lepif ) -: :+ o0，, 在 xu*<:0 时 ,后 面 将 会 看 到 ,只 要 计算 
在 4*= 一 1 时 的 值 就 可 以 了 ， 设 u* 一 一 1, 则 有 

Oo*((w*,—1)|epif) -sup{“%, 2*)—4|42> (7)} 
sup{<w,z*)— f(r)|rER"}. (1) 

由 (]) 式 , 便 得 出 下 述 共 拖 乓 数 的 概念 . 

定义 4.1 设 f(z) 是 BR" 上 的 屿 函 数 , 则 称 


f*(w*)—sup{r, 2*)— f(x) IrE BR"} (2) 
为 f(x) 的 共 思 函数 . 
定理 4.1 设 f(x) 是 R" 上 的 西 晴 数 ， 则 J*(x*) 是 闭 四 国 


数 ， 
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证 明 对 于 固定 的 $+, 有 (wv*) 一 Lr,2*) 一 f(z) 是 仿 射 函 数 ， 
因而 是 闲 古 函数 ， 而 由 (2) 式 , 了 *(x*) 是 函数 族 有 (vw*) 关 于 ?的 
逐 点 上 确 界 ,xE R", 故 


epif*= 们 epih,. 


YER 
因为 epih, 是 闲 凸 集 , 故 epi f* 是 闲 古 集 , 所 以 f*(x*) 是 闭 同 消 
数 . 和 
定理 4.2(Fenchel 不 等 式 ) 设 (x) 是 R" 上 的 凸 硝 数 , 则 不 
等 式 


了 (2 ) 二 fv) s,s , YI, TE R" (3) 
成 立 ， ~ 
证 明 由 (2), 得 
f(x*) 《0OX fx), VE, TE BR", (4) 


所 以 (3) 成 立 . 和 
实际 上 ,f*(z*), 了 (x) 是 满足 不 等 式 类 
f(x) tg(y)> rz, yi, ER (5) 
的 “最 优 解 >. “最 优 和解 ?是 指 不 等 式 (5) 不 能 再 变 紧 的 函数 对 (了 ， 
区 )， 即 如 果 令 矿 表 示 使 不 等 式 (5) 成 立 的 国 数 对 (了 ,&) 的 集合 ,对 
于 任意 (J/,g EW,f 了 /所 fg' 气 E, 则 一 定 有 
f'=], g'=E. 
显然 ,(,g)E 歼 的 充分 必要 条 件 是 
g(y)>sup{ls,y)— f(z)} = f(y), vy ER". (6) 


或 等 价 地 ， 有 
f(s)>sup{l4,y> 2(y)} =8*(s), VrE R". (7) 


因此 , 由 (6),(7) 式 可 知 , 砍 中 的 最 优 函 数 对 恰好 是 使 8 = 了 *, 于 = 
& * 的 (J ,8) 所 以 最 优 的 不 等 式 对 应 互 为 共 斩 的 闲 凸 国 数 对 ， 
图 7 是 共 饭 函数 的 几何 解释 ， 设 
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h(y)=T, rT*)— f(r*), 

因为 f(z) 守 CY.z*) 一 J(w*) ,各 扩 (rT 是 灌 足 f(xY) 之 h(x) 的 仿 射 
活 数 .是 在 某 -一 点 ,有 h(x) 二 f(x), 即 有 (2z) 是 系 履 为 zr*、 朋 议 足 
f(z) 过 zz) 的 最 大 仿 射 函 数 . 它 与 加 的 交点 是 (6, 一 (x*))， 
入 变化 则 一 f(x*) 的 值 也 上 下 变化 ,有 与 了 相 切 的 点 (如 果 存 在 ) 
则 左右 移动 ， 

共 罗 范 数 也 有 合理 的 经 济 解 释 ， 工厂 生产 数量 分 别 为 zl， 
… ,v4 的 种 产品 ,成 本 由 f(7) 表 示 ,* 二 (7x1, ,za)， 这 些 产 


品 的 单位 价格 分 别 为 所，…,E, 恒 利 是 2 zi 一 xz)， 工 厂 的 
i 二 1 


决策 就 是 选择 x ，.… ,x, 的 值 , 使 价 利 最 大 ， 最 大 一 利 作 为 价格 
的 函数 就 是 (2 


2. 基本 性 质 z 
定理 4.3 设 f(z) 是 R" 上 的 闭 正常 上 函数 , 则 


f(z)= f**(r), (8) 
其 中 f**(z)=(f*)*(z)=sup{Cr, rz*)—f*(r*) | rE R")}, 
证 明 由 Fenchel 不 等 式 (3), 有 
f(z) 关 3 一 2 )9 
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则 
fs) Ssp{ls, 2) —f*(s*)| rE RY} fw) (9) 
由 此 还 可 得 出 dom fCdom f**, -~ 
为 了 证 明 反 向 的 不 等 式 ， 分 两 种 情况 讨论 ， 
1) 设 x,Edomf， 任 取 86<f(co) ,se>0, 令 
P={(y,Y)|yE x teB,v<p}, “(10) 
其 中 如是 单位 球 , 因为 epif 是 闲 集 , 故 当 e 充 分 小 时 ,Penepif = 名 
(其 细节 留 给 读者 ), 见 图 8， 
了 ,和 epif 可 以 分 离 , 由 第 一 章 定理 5， 5, 在 Rr 中 存在 非 零 
向 量 (z* 0) ,对 V(x,4) Ecpif,(y,?) EP,, 油 足 
Cy sm + ym, T+ pp. CD 
因为 ?可 以 取 小 于 8 的 任意 实数 ,所 以 由 (11) 式 可 知 ,jp* 和 <0， 
下 面 证 明 必 <0， 假 设 必 =0, 则 由 (11) 式 知 , 对 YVzEdomyf ， 
VyEwot+eB, 有 … 
Cy, VDC, LP*), (12) 
邻 f= 二 x。，， 得 
yo0, TS>0. 
由 于 YY 在 x+eB 中 任意 取 值 , 故 x*=9, 这 与 (w*,p*) 是 非 零 向 量 
了 矛盾 ,所 以 pr*<<0， 
故 可 设 wxy 三 一 1 这 时 (11) 式 变 成 
(ys — pF, V1, (13) 
其 中 vB,y ExoteB,u 之 有 (7%). 
令 7v==p,4== 有 (zz),y 王 zo, 则 由 (13) 式 得 
vow Bsup{ lz, 2 7 一 下 0) 一 六 (7 )， 
或 
pelvo,r*)— f*(r*). 
所 以 ， 有 
Besupllzo, wv —f*(2*)}= f(s). (14) 
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由 月 的 任意 性 ， 得 到 
f(r)Ef (go), 

故 当 wEdom 时 ,f(z)=f**(w). 

2) 设 xo&dom 了 f。， 这 时 (x6) 二 +c0， 用 与 1) 类 似 的 讨论 
可 知 , 对 于 任意 的 6, 当 。 充分 小 时 ,epi 与 已 不 相交 ， 履 (11) 
式 成 立 ， 这 时 又 可 分 为 两 种 情形 讨论 ， 

如 果 对 于 充分 大 的 8 (注意 到 f(x06)= 十 00,B 之 1(30)) Ac 
0， 这 时 (1) 式 成 立 , 它 表示 f**(x0) = 十 co, 

如 果 对 于 某 一 个 8, 4*= 二 0。 这 时 xz* 关 9, 则 由 (11) 式 , 对 于 
vxEdom f,vyExe+eB, 有 


《yY 2 省 《入 ty (15) 
将 (15) 式 两 边 分 别 减 兴 《x。,,%*》, 又 得 到 
《y 一 0oy TOT, mLro, TY (16) 


将 (16) 式 左边 在 x。+ eB 上 取 极 小 值 ,右边 在 dom 了 上 取 上 确 界 ， 
得 

—elx*| 守 sup{(v, wv*)—Lro, r*) |w Edomf}. (17) 

因为 f(z) 是 正常 凸 函数 , 故 存在 一 点 x,, (xi) 是 有 限 值 ， 对 

xX: 令 h 过 f(z,)， 应 用 与 1) 类 似 的 推 证 ,在 (13) 式 中 令 y 二 ,y= 
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2 06mfz)， 得 
一 +T《ziy02 > 一 2Z) + Cr, x*>, 
妈 一 B+《x1,wm*) 之 J*(w*) ,这 表示 存在 x1,f*(x1?) 有 限 ， 故 由 定 
义 4.1, 在 ac>0 时 ,有 
f*(xt+tar*)—=sup{z, wi +ar*)—f(s)|lrE RB"} 
f(s1)+a sup ,>, 
由 (17),(18) 及 Fenchel 不 等 起 ,得 
f**(zv0) ro, vt + ar*)— ff*(wt + oar*) 
lr, —f (rt) tallvo, 2 > 一 SuP 7， 7 
x0, rt)— f(x) +aelr*|. 
当 a~ +o 时 ,上 式 右边 趋 于 -co , 故 闻 +*(z) 一 十 避 。 
所 以 ,x gdom 了 时 ,f(x)=J**(z),. | 
在 定理 4.3 的 证 明 中 , 当 x, E dom 了 的 情形 下 ,只 要 e>>0 充分 
小 , 就 可 保证 已 . 与 epi f 不 提交 , 从 而 得 到 所 要 证 明 的 结论 ， 所 
以 ,只 要 f(x) 在 zx, 处 下 半 连 续 , 则 定理 的 结论 在 ?处 是 成 立 的 . 
故 有 下 面 的 定理 
定理 4.4 设 f(x) 是 玉 " 中 的 正常 凸 图 数 , zeE dom f, f(x) 
在 z, 下 半 连 续 , 则 


(18) 


f(z0)=f** (v0), 

定理 4.5 设 了 f(x) 是 R" 土 的 闭 正 常 凸 函数 , 则 f+*+(z*) 是 闭 
正常 山 函 数 ， 

证 明 根据 定理 4.1, 只 需 证 明 f*(w*) 是 正常 的 即 可 ， 

因为 jz) 是 正常 的 , 故 存在 一 点 xxE dom 了 ， f(x) 有 限 ， 由 
(3) 式 ,对 Vx* ER", 有 

f*(w*)>r1, 2*)— ff (21), 

所 以 产 (xz*) 不 取 一 吕 。 在 定理 4.3 的 2) 中 已 经 证 明 , 存在 一 个 
zi J*(z1) 的 值 有 限 ,于 是 f(x*) 才 + ceo, 故 j#(xzkx) 是 正常 的 ,| 
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由 于 (cl 有)*(z*) 二 J*(w*), 所 以 当 f(z) 是 一 般 的 生 函 数 (不 
一 定 闭 ) 时 ， 下 面 的 结果 成 立 ， - 


f**=(cl f)**=cl f. (19) 
对 于 一 般 的 凸 函 教 , 下面 的 公式 也 成 立 ， 
f*(x*)—sup{(z, 2*>—f (xr)|r Eri(domf)}. (20) 


定理 4.6 设 f(x) 是 RBR" 上 的 古 通 数 , 则 下 面 的 结果 成 立 ， 
1) 如 果 ®(4)=f (x)+a,，a€ER, 则 DB*(s*)=f*(r*)— 


2) 如 果 B(2)=f (z+2),，zE R"， 则 BD*(2*)=f (2*)— 
Cz* ,2), 
3) 如 果 @(z) 一 f(az),a 关 0 则 DCs*) 一 /4( 三 ) 


a 
人 如果 @C(z) 一 af (5),a>0, 则 *Cz*)=af*( 三 ) 
证 明 留 给 读者 ， 
如 果 fi(z) ,fa(z) 是 R* 上 的 是 函数 ,f(z) 之 f(z), 由 定义 
4,1 可 以 得 到 
有 (zy) 委 及 (2 )， (21) 
定理 4.7 设 f(z) 是 B" 中 的 闭 正 齐 次 三 浮 数 , 则 
f"(2")=6(r"1domf"). (22) 
证 明 先 证 明 1(0)=0. 
”由 定理 1.9 知 ,对 于 Yz,yE R", 有 
fs 二 y) 委 jz) 十 fy)。 
特别 地 , 令 “Eri(dom f),y 9, 则 有 
f(0) + f(s)>f(s), 
故 (0) 之 0. 
因为 了 (x) 是 闲 凸 函 数 , 且 由 推论 3.8.1, 有 
f(6)=elf(0)=limf[GI 一 2)z] 一 linm(I 一 4)7(z) 一 0， 
故 fb) 一 0， 
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计算 f(x) 的 共 轿 卫 数 ， 
f(x*)=sup{Cr, 2*)—f (xr) | rE R"}>—f(0)=0. (23) 
如 果 存 在 ze R",f*(z*)>>0, 则 存在 x1E B", 使 
Cs1, 21)— f(s)>0. 
从 而 对 a>>0 时 ,有 
f°(x1)>sup{ 4s, s1>—f (271)} 
=supA{Cv1, 721 —f (v1)}=+ 0%, 
所 以 f*(x*) 上 只 了 到 两 个 值 ， 0 和 十 oo, 故 
0 vw*Edomf*, 
十 co w*¢gdomf*, 
例 1 设 f(z)=e*,xER, 求 1*(x*)， 
解 ” 由 定义 4.1, 有 .| 
f(x) =sup{re*—er}. (24) 
如 果 z*<0, 取 Y<0， 当 ? 的 绝对 值 充 分 大 时 ,可 使 ?x* 一 ex* 
充分 大 , 故 (24) 式 中 的 上 确 界 是 -co。z*=0 时,(24) 式 中 的 上 确 
界 显然 是 0， 如 果 z* 汪 0, 利 用 初等 微 积分 知识 计算 知 (24) 式 中 的 
上 确 界 是 x*logz* 一 x*， 故 有 下 面 的 结果 ， 
| ”ee Tt*—r* vr* >0, 
0] 


f*(w*) =6(a*|domf*)=| 


0 2x 一 0， 
十 oo rT*<0, 
当然 .1*(0) 也 可 作为 xz*y 0 时 了 *(w*) 的 极限 而 得 到 ， 不 难 验证 ， 
f=, 
例 2 设 @ (zx)=<a, x) 一 b, 其 中 zx，aE R", 5ER, 求 
D(x*) : 
解 设 f(z)=《a,x》, 则 
. 0 r+*=q, 
+o0 wrtxa, 


f*(x*)=sup {Cr,0*)—Ca, ~—#)}=[ 
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根据 定理 4.6 的 1) ,得 
op*(o*)=| 


b T=, 


十 co w*Aa. 
例 3 设 @(z) 一 于 (zyz),7E Rr"， 求 D*(*)， 
解 设 f(z) 二 《<x,x》, 则 
广 (7 一 sup{ 人 zz > 一 人 和) 
1 关头 
一 4 《YY st 2。 
根据 定理 4.6 的 4), 得 


D*(r*) = 地 。 了? L*,2 x*) 一 到 (zw za》 ， 


例 4 证 明 当 且 仅 当 f(z) = 到 4z,z》 时 ， 恒等式 f*= 了 成 
立 . 
证 明 由 例 3, 当 f(4) 一 子 《4,7) 时 ,f* 一 了. 


反之 , 设 了 满足 恒等式 f+ 了 , 且 w= 二 4x， x)， 由 Fenchel 


不 等 式 ， 有 
Coss Ef) tz) =2 f(z), (25) 
由 (25) 得 f(x) 之 w(s), 于 是 J+ 之 w*， 因 为 1 一 J*,w 二 w*, 故 f= 


f*<w* 一 w, 所 以 f(z) 一 w(z) 一 去 《24》， 


例 5 设 
_『 ~log* 2z>0, 
f(z)={ jo we, ER, 
求 六 (7 )， 
解 由 定义 ， 有 
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了 (YY) sup{zz* logx}. 


zx 六 0 时 ， 上 确 界 为 -ce. xx<0 时 ， 经 计算 知 ， 上 确 界 为 一 1 一 
log( 一 2%x) , 改 


一 1 一 1og( 一 zx) x*<0, 
¥/{ jp 
fa)=| a0 

例 6 设 

1 

ji {Fie > 
十 CO Z<10， 
求 1*(2*)， 


解 ” 由 定理 4.6 的 1) 及 例 5 的 结果 知 


je Ce 
\ 十 co ZX*ZP10， 


显然 ,对 于 本 例 中 的 fxz) ,关系 式 1(z) = 太一 2) 成 立 ， 
例 9 设 工 是 配 中 的 子 空间 ,fxz)=6(Cz| 了 )， 求 广 (z”) 。 
解 由 定义 4.1 知 
f(z*)=sup{Cr, 021L)}=supts, x)} 
-{ 0 wv*ELt 


J gL IL). 


因为 fs# = 了 ,而 工 蕊 = 工 ， 在 这 个 意义 上 , 子 空间 的 正 交 对 应 可 以 
看 成 凸 函数 共 板 对 应 的 特殊 情形 . 
例 8 设 h(x) 是 R' 中 的 山 函 数 ,而 
f(z)=h[A(z—a)]+ Cr,a*)+a, 
其 中 4 是 从 R" 到 R" 的 一 对 一 线性 交换 , a,a*E R", a€ R， 求 
f*(z*). 
解 设 y=4(z 一 a), 则 zx=4-y+a， 由 定义 4.1 得 
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JCY)==Supfi2ywty 一 下 [4 一 的] 一 人 ro 一 0} 
一 sup{fC47 Yo 一 1(CY) 一 人 4 +a,a*)—a} 
=sup{ (A ly, x*— a —h(y)}+la,r*—a*)—a 
=sup{ Cy, AY 《人 一 人) 一 有 (让 二 AQ 
一 0》> 一 C 
一 玉 [LAY (va) Cr*, a> +a*, 
其 中 4* 是 4 的 伴随 变换 ,a* 一 一 a 一 <a,a*). 
例 9 设 偏 仿 射 函数 (x) 二 6(z1L+a)+《z,a*》t+a, 其 中 
工 是 ER" 中 的 子 空间 ,4,a*€ R",aE R, 求 1*(x*), 
解 设 jz)=6(0z] 并 )， 4 是 恒 等 线性 变换 ,利用 例 7, 例 8 的 
结果 可 得 
f*(r*)=6(r*—ax|Li) lr*, a +a* 
=0(x* [Lta*) rr*, a ta*, 
其 中 ax 一 一 4 一 (ay ax) 
最 后 简略 地 叙述 一 下 媚 锣 数 的 共 斩 概 念 。 设 g(z) 是 R" 中 的 
四 函数 , 则 gg(z) 的 共 辑 g*(xz*) 定 义 为 ， 
gs*)=inf{Cs, 2*) g(r)}. (26) 
考虑 到 &8(z) 是 上 四国 数 的 等 价 条 件 是 一 &(z) 是 凸 孙 数 , 故 凸 员 数 的 
共 轿 函数 的 结果 一 般 对 四 尔 数 的 共 轿 函数 也 是 成 立 的 ， 特 别 地 ， 
g”*=clg, 其 中 闲 包 运算 与 凸 消 数 的 闭 包 运算 相似 。 但 是 如 嘛 
f(z) 是 凸 函 数 ， f(z)== 一 g(x), 则 g”(w*) 和 一 1*(x*) 是 不 相同 
的 ,由 计算 知 
f°(2°)=sup{ls, 2*)—f (x)} 
=sup{—[— (x,2*) ~—g(s)]} 
=inf{(z, "8(2)}=—g"(—2"). 
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§ 5 支撑 函数 


在 这 一 章 的 8 1 中 ,我 们 已 经 定义 R* 中 的 凸 集 O 的 支撑 函数 
是 
~ 6x*(w*]C)=sup{ls,7*)|r EO}. (1) 
容易 计算 
inf {Cx,2*>|r EC}=—6*(—w*|0), (2) 
所 以 ， 支 撑 函 数 是 与 线性 函数 在 凸 集 C 上 的 极 值 有 关 的 一 类 函 
数 ， 
1. 支撑 函数 的 性 质 
定理 5.1 设 C 是 2 中 的 闲 凸 集 , 则 we C 的 等 价 条 件 是 对 
于 Yrx*E€ BR", 有 . 
wt* CO*( rv*|0). (3) 
证 明 设 zEC, 由 (1) 式 知 (3) 式 成 立 ， 
反之 ， 设 zo 满 足 (3) 但 zo 和 C. 则 {tz 和 CO 可 以 强 分 离 ， 故 由 
第 一 章 定理 5.6 知 存在 xz* 和 se>>0, 对 于 YzEC, 满足 
(TTI Ve, (4) 
将 (4) 式 左边 对 x EC 取 上 确 界 ,得 
6*(x*|0)<Lro, v*)—e, 
即 6*(zx*]C)< 之 《zo,4*》, 所 以 zo 不 满足 (3) 式 , 了 矛盾 。 所 以 zoE 
C. 
推论 5.1.1 设 C 是 瑟 " 中 的 凸 集 , 则 2zEclC 的 等 价 条 件 是 
对 于 Yrx*ER", 有 


Cr, rx*) 6*(r*|C), (5) 
证 明 留 给 读者 . 
定理 5.1 说 明 , 闭 西 集 CC ER" 可 以 表示 成 
C={x| x, rT* E06*(r*|C), vr* €E R"}, (6) 


所 以 C 完 爹 由 它 的 支撑 函数 确定 ,有 了 时 为 了 证 明 两 个 闲 同 集 相同 ， 


ex6l。 


只 要 证 明 它 们 的 支撑 函数 相同 就 可 以 了 

定理 5.2 设 C 是 五" 中 的 凸 集 , 则 CCtz|lz，z#> 生 有 的 等 
价 条 件 是 6*(w*|C) 志 8, 其 中 BE RR. 

证 明 设 0Cf{fzjz,z*) 志 b}, 则 EC 时 ,《x,2*) 所 PB， 

喜人 +(z*]0) 一 sup{《z,x*>|xE0} 志 8， 反之 亦 然 . “ 

定理 5.3 设 C 是 8” 中 的 紧 致 山 集 ,x*E RR",w* 去 9, 则 有 

1) 在 C 中 存在 一 点 元 ,满足 

O*(v*|C)= CT, vw*), 
2) 超 平面 了 ={z|<x,v*)=6*(x*]0)} 存 5 支撑 C0， 


3) 从 超 平面 刀 到 0 的 距离 等 于 2*( [站 | )， 


证 明 1) 6*(x*|0) 是 线性 函数 《x,z*) 在 0 上 的 上 确 界 ，C 
是 紧 致 集 , 故 这 个 上 确 界 在 C 上 的 某 一 点 元 达到 , 即 

6*(v*|O) = CF, rx*>. 

2) 超 平面 刀 是 半空 间 五 ={zj(z， 4*> 作 6*(z*|0)} 的 边 
界 , 由 定理 5.2 知 

CC{tzl(zzrx><s6x(z+|C)}。 

而 由 1), 有 

6*(x*|O)= AE, vw*>, 
所 以 如 是 C 的 过 的 支撑 超 平 面 . 

3) 由 第 一 章 82 中 构造 超 平 面 的 过 程 知道 ,x* 是 超 平面 五 = 
{xz]<z, zx*> 6*(w#*|0O)} 的 法 线 ， 故 存在 4>0 , 满足 4z*E 万 ， 
所 以 |4zx*| 是 契 平 曾 瑟 到 6 的 距离 ， 因为 42*E 五 , 故 CAv*, YY 
二 (x*|C)， 于 是 


(i rie )= ro* (2*|0) 


1 ,， A 
Ta 4", 2 本》 一 [a Cx" ,vw*) 
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=41a*l=|2at|. 
读者 从 定理 5.2 和 定理 5.3 可 以 理解 ,为 什么 将 6*(x*|C) 
称 为 支撑 陪 数 的 理由 了 ， 
容易 证 明 , 下 面 的 关系 是 成 立 的 : 
6*(x*|O)-=6*(r*|riC) =6*(r*|c10), (7) 
定理 5.4 设 C1,Ci 是 ER* 中 的 同业 , 则 clC1CelC; 的 等 价 条 
件 是 6*(w*|0,)<6*(w*10,). 
证 明 设 clCjCelCs, 则 对 yx*E€ER", 有 
oO*(x*|C)=sup{z ,x*) | rE cIO} 
<sup{ r,t* > |r EclO,} 
=6*(x*|C,). 


反之 , 设 人 (vw*|0O1) 亿 6*(x*|C,)， 如 果 % EclO,, 则 有 
(rt,2* EO rt|C) Er*|C,), 
由 推论 5.1.1 , 知 # Ecl0,， 所 以 clC,CelC,, | 
例 1 设 83 是 R" 中 的 欧 氏 单位 球 ， 则 6*(x*|B) 的 有 效 定 
义 域 为 R*， 令 x* 冯 09, 则 有 
6*(z*|B)=sup{/x, xr*)|r EB} 


= |z*|, 
因为 浇 (961B) 一 0. 所 以 6*(x*|1B) 一 |x*|， 见 图 9， 

例 2 没 T 是 EI 中 顶点 在 (0, 土 1),( 土 1,0) 的 正方 形 ( 图 
10)， 对 于 x* 一 (2,1) ,我们 求 线性 函数 (x,z*) 的 景 大 值 ,x E 7， 
容易 验证 ,在 顶点 (1,0) 处 , 该 线 性 函数 达到 它 在 人 上 的 最 大 值 ， 
这 时 ， 

6y(zy| 人 ) = 一 ((1,0)，(2,1)> 一 2， 
从 几何 .上 看 ， 点 (1, 0) 是 了 中 洛 方 向 xz* 最 远 的 点 ， 如 果 取 zw/ 


e。 .463。 


= (一 于 ,一 1)， 则 相应 的 支撑 超 平面 过 点 (9, 一 1), 且 


和 (zt =《(0 一 D ,人 (一 到 ,一 1)=1 


因为 了 是 有 限 的 , 故 6*(z#|7) 的 有 效 定义 域 是 玉 :， 如 果 设 zx* 一 
《如 ,89), 可 以 算出 
d* (2*|T)—=max{|é?|, 1é2|}. 
例 3 设 在 BR 中 
C=—{t=(&1,€2)| 0<E<6 1}, 
因为 0 是 无 界 集 ,6*(w*|C) 的 有 效 定义 域 D 是 R? 中 的 真子 集 ， 
可 以 算出 
D={(£7,£7)16<0,6—6}, 
( 见 图 11 )， 因 为 C 仅 有 一 个 极点 了 2 = (1,0) ,所 以 其 支撑 函数 为 
6*(w*|0) =C(1,0), (Et,6$)) =81, (£1, £1) ED, 
人 例 4 设 C 一 {fv 一 (5 和) 这 0, 下 + 向 =1}， 求 
6"(x"|C)， 这 里 C 是 四 集 , 令 x" 一 ( 鱼 ,… ,部 ) ,4 一 max{ 人 }， 如 
二 4, 则 Cw》 一 二 二 EY 攻 4 下 = 4， 而 当 i 区 j 有 时, 


Sm 
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0 后 < 时 ziay4. 所以、 
Go"(Z* | 0) max{é*}. 
din 


. 定理 5.5 设 0 是 "中 的 闭 帅 集 , 则 5(xz10) 和 56*(z"1C) 是 彼 
此 共 圈 的 册 函 数 . 
证 明 ”根据 示 性 函数 与 支撑 函数 的 定义 知 
[6(z1C)]*(z*) 一 supftKzyz > 一 6851CD)1ZERR 
=s9p《z)0 > 一 0 2 1C)。 


从 而 有 
-1C)]”(z)= 一 [6(z10)]” (zs) 一 cl10071C) 
=G(zlclcC)=6(z1C).，| 
定理 5.6 设 C 是 玉 中 的 非 空 凸 集 , 则 人 (zz “|1C) 是 闭 正 齐 次 
正常 凸 范 数 ,其 有 效 定义 域 是 包含 原点 的 凸 锥 . 
”证 明 由 定理 5.5,67(x “|1C) 是 闲 正常 凸 函 数 。 根 据 支撑 函 
数 的 定义 ,在 0 之 4 之 +co 时 ,有 
6°(A7x"|0)=sup{z,42) |x EC} 
=Asup{%,x")|xEC} 
=A6"(z”|0C), 
故 6*《z*]C) 是 正 齐 次 函数 ,其 有 效 定义 域 是 锥 但 由 定理 1.1， 
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有 效 定义 域 也 是 出 集 , 且 6*《910) =0, 所 以 有 效 定 义 域 是 包含 原 


点 的 凸 稚 .| 
推论 5.6.1 设 C 是 玉 " 中 的 非 空 凸 集 , 则 对 Vzi,zzE 下 ,有 
"(zi+ wlC)Eo (v0) + (x310), (8) 
证 明 留 给 读者 ， 
推论 5.6.2 设 C 是 R" 中 的 非 空 有 界 闭 同 集 , 则 6"(z"1C) 是 
有 限 正 齐 次 凸 隙 数 ， 


证 明 根据 定理 5.6, 只 需 说 明 凸 集 C 有 界 的 必要 条 件 是 对 于 
VYy ER (Cr CO)< +oco， 
事实 上 , C 有 界 的 等 价 条 件 是 它 包 含 在 某 个 立方 体 中 ,从 而 每 
一 个 线性 函数 在 C 上 有 上 界 ， 即 有 
6°'(x°|C)<+io,1 
推论 5.6.3 设 /2z) 是 R" 上 的 正章 次 凸 图 数 ，F(z) 关 +eo， 
C={tz “losFz) viE R"}. 
ee)=0(z"1C)， (9) 
证 明 因为 f(z) 寺 +oeo, 故 clf(z) 是 闲 正 齐 次 正常 凸 函数 或 
常量 函数 一 co. 
如 果 f(%) 三 一 w, 则 C= 名 ,结论 明显 成 立 ， 
如 果 f 有 (%) 是 正常 的 , 设 clf (x")=6*(x"10), 现 在 要 求 出 C0， 
由 定理 5.6 及 84 的 (19) 式 ,有 
太一 (clf) =6010)， 
故 
C={r*|f*(r*)<0}. (10) 
但 J*(x*) 二 0 的 等 价 条 件 是 对 于 Yr E BR",《zx,z*) 一 f(z) 志 0; 所 
以 ,有 - 
CO={z (zzz)， vrER"}, | 
例 5 f(x)=|z| 是 ZR" 上 的 正 齐 次 凸 函 数 ， 由 推论 5.6.3, 它 
是 一 个 廿 集 C 的 支撑 尔 数 ， 现 在 求 出 这 个 0， 
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设 z,y ER", 当 |y| 志 1 时 ,由 Cauchy 不 等 式 得 
lzy)[slzllyl 和 lzj， 
从 而 《x,y 过 |z|. 
另 一 方面 , 当 z=9 或 y=TzT, 即 1y| = 时 ,有 


《x,y)=|2|, 
所 以 
{zx|=sup{(z,y) 1 |y|<1}=6*(z|B), 
其 中 8B 是 欧 氏 单位 球 ,所 以 0=B， 
定理 5.7 设 f(w) 是 "上 的 闲 正 齐 次 山 函 数 , 则 
f(x)=6"(zldomf"*). (11) 
证 明 留 给 读者 . 
由 定理 5,5, 定 理 5.6 知 ,如 果 BR* 上 的 正常 凸 函 数 了 是 示 性 函 
数 , 则 它 的 共 罗 函 数 J"* 是 正 齐 次 的 .而 由 推论 5.6.3, 如 果 了 是正 
齐 次 的 , 则 它 的 共 斩 函 数 太 是 示 性 函数 ， 所 以 如 果 了 是 正 齐 次 的 
示 性 函数 , 则 f* 也 是 正章 次 的 示 性 函数 ， 但 正 齐 次 示 性 霄 数 是 凸 
锥 的 示 性 函数 , 所 以 如 果 对 于 非 空 四 锥 ,f(x) 二 6 (x]K)， 则 
f*(z*) 也 是 某 一 个 十 锥 的 示 性 函数 , 即 f*(z*)=6(x*| 超 )， 因 
为 f* 是 闲 凸 函数 ,所 以 下 也 是 闭 集 . 
定义 5.1 称 及 是 的 极 锥 . 
由 推论 5.6.3 知 
K={x*|vr,z,2")<6(r|K)} 
~={w* [yw ER, Cw, tS0}=—=— kK", (12) 
定理 5.8 设 天 是 五 "中 的 非 空 曾 凸 锥 , 则 天 也 是 非 空闲 凸 锥 ， 


且 开 和 记 的 示 性 函数 彼此 其 上 ,总 -《( 记 天， 
评 明 留 给 读者 . 
定理 5.8 的 结论 是 很 重要 的 , 因为 在 极 值 问题 中 常常 出 现 加 
锥 的 示 性 函数 ,在 确定 对 偶 问 题 时 就 需要 其 共 箔 函数 ， 
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由 (12) 式 知 , 对 于 非 空 闪 十 锻 ,是 KK 在 9 的 法 线 锥 ;是 到 
在 9 的 法 线 锥 ， 
不 难 验证 , 当 K 是 R" 中 的 非 负 真 锥 时 , 玉 = 一 K， 
2， 与 规范 函数 的 对 偶 关系 
在 81 中 ,我 们 已 经 定义 凸 集 C 的 规范 函数 ， 
?7(Cz1C)=inf{4>01zE4C， (13) 
为 了 研究 对 侦 关 系 ,我 们 还 假设 9€ intC。 


zm=y(2 |0)s, 


如 图 12, 设 x 闫 9, 作 从 0 
出 发 ,通过 ww 的 射线 , 它 与 C 
的 边界 的 交点 是 x。， 则 由 
《13) 式 ,有 (严格 证 明 略 ) 

v=p(r|C) so, 

p(x|1C)=|z|/1z|,. (14) 

例 6 在 ER 中 ,， 设 C 是 
顶点 在 (1, 土 1), (一 1, 土 1) 
的 正方 形 ( 图 13)。 如 果 从 9 图 13 
出 发 ,通过 * =(&1,5;) 的 射线 和 正方 形 0 的 垂直 边 相交 ， 则 根 据 
(14), 有 


?xcC) 三 | 
例如 3% 二 (3,1), 则 y(x1|1C) = 二 3。 如 果 射 线 与 0 的 水 平 边 相 交 , 则 
有 - . 


i | 


y(#10C)= [5 ， 
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例 如 =( 一 子 , 一 2), 则 7(xz1C) 2。 可 以 验证 ,对 于 xz 一 (各 ， 


562), 有 
v(x|10)=max{|é| ,1é,)}. 

如 果 将 例 2 与 例 6 比较 ,不 难 发 现 6" (zz)=?>(z1C)， 且 
T= C0"， 这 个 结果 不 是 偶然 的 巧合 ,事实 上 ,上 面 的 结论 在 比较 一 
般 的 情形 下 也 是 成 立 的 . 

定理 5.9 设 C 是 R" 中 的 紧 致 镍 集 ,9E€int C， 则 有 

(x1C)=r(x|C), (x1C°)=v(r|C), (14) 

证 明 根据 第 一 之 推论 7.3.1 知 ，C' 是 紧 致 凸 集 ， 且 06 
intC'"， 

设 xz 涯 0 如 图 14, 作 从 0 出 发 ,通过 zx 的 射线 , 它 与 0 的 边 
界 的 交点 是 ze， 因 为 zeoE 0', 由 配 极 的 定义 知 ,对 于 yx EC, 有 

《XX0) Sl. 


从 而 
和 (xzo1C)=sup{zyro7|zeEC)sl， 
又 因为 = 过 [yo， 故 有 
* ry .6* Ea | x] 来 
6° (a10) =6"( TEI )- E10" Cal0) 
<IE=2 (10"). (15) 
ry “ . “一 9 
图 14 
交换 C 和 C" 的 位 置 , 义 有 
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人“(z1C)7<p(z1C)， (18) 
另 一 方面 ,因为 x 关 9 时，y(x1C) 汪 0， 故 对 每 一 个 满足 0 之 
a<y(x|1C) 的 a, 有 xKaC， 但 由 第 一 章 定 理 7.1 和 推论 7.3.1， 


aC=(a0")=| 立 0 | , 故 xg[ 立 C0" | ， 这 说 明 在 二 Co 中 在 
在 一 点 坪 “*， 满 足 (二 x',z) 之 1 即 


《zy Dao0 EC 


所 以 ， 有 
6 (x10)= sup{lr’ ,rs EC} a, (17) 
因为 对 每 一 个 c<y(z1C),(17) 式 均 成 立 , 于 是 有 
6 (zz10C7)Zp(OzC)。 (18) 
交换 C 和 0 的 位 置 ,由 (18) 式 又 得 
(xrIC) yr 0), (19) 


因为 6 91C)=6”(81C )=p(610) 一 py(91C')=0， 所 以 由 
(16)，(18) 式 得 
oCzIC°)=y(z|C), 
由 (15)，(19) 式 得 
5°(zIC)=»(x10"). 1 
推论 5.9.1 设 C 是 RE" 中 的 紧 致 三 集 , 9€int C。 则 4(z| 
与 >(710') 是 彼此 共 儿 的 函数 ,6(x1C°) 与 y(x10) 是 彼此 共 
和 
证 明 留 给 读者 
3. 人 关于 
定理 5.10 设 h(z) 是 BR* 上 的 山 函 数 ， 则 
1) 在 pe FR. (x) hr (Cr ) 《和 ,a). 
2) 在 h(x) 《ga )= 了 f(z) 时 ,f(z") = h(r* a*), 
证 明 留 给 读者 ， 
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定理 5,11 设 f (x) 是 A" 上 的 正常 凸 吴 数 , 则 在 0 二 4<< 
cc 时 ， 有 
(4Af)*=f*A, (20) 
(f4)"=4f", (21) 
证 明 4 污 0 时 ,由 共 圈 医 数 的 定义 , 有 
C241)" (x")=—sup{ lr, 2">—Af(z)} 
一 4 supfeaz 97》 一人 


=Af" (41g") = fA). 
(f 4)" (w”)=- sup{ts. m0 > —(f2) (5)} 

=sup{lr .2 )—Af(4 x)} 

=Asup{A lr, x )— f(A x)} 


=Af"(r")., 

2=0 时 .因为 [56(z19)】(z 大 0， 所 以 定理 的 结论 是 明显 成 
立 的 . ] 

推论 5.11.1 设 C 是 五 "中 的 凸 集 , 则 在 0 委 1< + co 时 ， 
有 

"(x [40)=46"(¢"|C), (22) 

证 明 没有 (x)=6(x1C), 再 利用 定理 .上 

定理 5.12 设 4 是 从 有 "到 "的 线性 变换 ,| 吓 " 上 的 
山 孙 数 ,g 是 到" 上 的 凸 国 数 ， 则 有 


(4 有 "二 f*A*, (23) 
((cle)A)"=cl( 1g”), (24) 

如 果 存 在 4, 满足 4+Eri(dom g), 则 有 
(gA)*=cl(A"g”). (25) 


证 明 ”利用 共 罗 函数 的 定义 ， 有 
《47 (y 一 sup 人 fy yy 2 一 inf f(x)} 
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=sup sup{<y,Y"?—f(7)} 
=sup{CAr,y">— f(x)} 
=supt lz, A~y™)—f (7)} 
=f "(A*y*)= (Cf*A*)(y*), 
故 (23) 式 成 立 ， 
对 4*,g* 应 用 (23) 式 的 结论 .有 
(Arpg*)*- gx Ax*-. (cl g) h, (26) 
所 以 ,对 (26) 式 两 边 再 取 一 次 共 辊 ,有 
((clg)A)*= (A*g*)** -cl(A*g*), 
故 (24) 式 成 立 
如 果 对 于 一 个 yoEri(domg),g(yo = 一 c， 则 由 定理 3,5， 
对 于 YyEri(domg)，g(y) 王 一 co 于 是 gr (gd4 ) 均 包 为 Too, 
这 时 (25) 式 是 显然 成 立 的 ， 
所 以 设 对 于 YYy ,8g8(Y)> 一 co , 且 存 在 ,满足 4zrEri(domE)， 
由 定理 3.17, 知 (cl g)4=cl(g4), 所 以 
(cl ge) A)*=(gA)*. 
由 (24) 式 ,最 后 得 到 (25) 式 . 
例 7 了 设 161,62) 是 有 R?Y 上 的 山 济 数 , 令 


h(&) inf f (61,62),51€ RR, 


现在 利用 定理 5.12, 求 h*(8*)， 
没 4 是 投影 变换 ;(51,51) 一 > 而, 则 有 = 4J。 计算 知 伴随 变 
换 A4* ,587 一 > (51,0)， 
由 定理 5,12 中 的 (23) 式 知 
RET) = f*(E1,0) 
例 8 没 giy…gm 是 尼 上 的 半 正 常 四 图 数 ,a .qe 
尼 "， 令 
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h(x)=g (la, 十， 十 ga(Cqmy >) 
这 里 亦 可 利用 定理 5.12 求 出 有 *, 
设 线性 变换 4 是 ， 
T0187), an, t)), 
令 
E(Y)=gM) + + gn (Nn) Y= 0, Dm), 
则 广 =g4。 伴 随 变 换 4* 是 ， 
y= (nT tn 
而 
gE*(y*)=gI(n7) + gs (ns), 
(A*g*)(z*)=inf{gtCnT) + + gh) | nT, ) 
>ntart .+nam}, 
所 以 由 定理 5.12 的 (25) 式 ,得 
h(x*)=cl(A*g*) (wr*), 
定理 5.13 设 f,…,f ,是 R" 上 的 正常 本 函数 , 则 有 
(加 有 一 并 二 十 了 (27) 
《cl 四 二 三 癌 加 及 )， (28) 


如 果 [riCdom f;) 关 儿 , 则 (28) 式 并 为 


(fit et fn)*=el fID»), (29) 
证 明 ”利用 共 狐 函数 的 定义 ， 有 
fi ” “Clfn) "(ws*)=sup{Cr, 2*) 
一 inf fis) te tf sn)]} 


=F1+ 


=sup sup {Cz,v*)— f(x) 


了 了 = 了 1 十 


一 一 nzo)} 


一 Sup {Ci TET 二 《克基 


ls 
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—f (x)— fr)} 
=f?(w*) + + itr*), 
故 (27) 式 成 立 . 
对 [7?,……,/% 应 用 (27) 式 得 
CFO f= fl f+ tel ff 
(30) 
故 有 
《cl fi ee el fi)* (fH Of ) 
=cl(ftL] 0%), 
所 以 (28) 式 成 立 。 
如 果 们 riCdom 了 ,) 关 名. 则 由 定理 3.15, 有 
clfirer tel fn=cel(fi r+ fn), (31) 
所 以 对 (3 了 ) 式 酚 出 玉 共 蜀 ， 有 
(cl fi el fn)*= [Cel fi tt fn)]* 
= (fT tn)*, 
履 (29) 式 成 立 。 量 
例 9 设 C 是 RE" 中 的 非 空 同 集 , 令 
f(x) dzO)=inf{lz 一 ylycEO)， 
下 面 利用 定理 5,13 计算 f*, 
设 (xz) “iz .f(x)=6(z1C)， 则 有 
f(x) inf{ls yl +6(y| 0)} 一 (户口 fo)(>)， 
由 本 节 例 1 知 ,ft(z*)=6(z*|1B). 其 中 BB 是 欧 氏 单位 球 ， 所 以 
根据 定理 5.13 的 (27) 式 .有 
0 (zx COC) zx 入 1， 
例 10 设 z 人 8 令 |z1 一 maxflE =1，…， 
nd Gn", 令 


(zt -用 (ex) + fv*) = | 


“174。 


fr) inf{lr ema oe nan EB, 
i=1,.… 9) 
下 面 利用 定理 5.13 计算 户 。 
设 万) jzr) -6(x17) .其 中 一 span{ai, o**， 
am}, 故 有 
f(z) (ff) (xr). 
设 DT {a (Et | 上 时, 由 本 党 加 


局 40 知 ,， f(z)=6*(z1D), ft(r*)=6(z*ID), 但 f(x)= 
60°(z] 7), f(r) 6(w* | ) .其 中 工 ! 是 工 的 正 交 补 空间 ， 


Li={r*| Cr*,a)=0,i=1,...,m)}. 


故 由 (27) 式 得 
T(z)= fir) fr) 6( | DN IL), 
例 11 设 衣 (Cz) 是 RI 上 的 六 正 常 囊 泣 数 , 令 


hir) 0， 
f(z)—| 他 
现在 利用 (28) 式 求 1*(zx*). 
设 玉 是 R* 中 的 六 负责 锥 .显然 有 
f(r)= h(x) -6(7|K). 
因为 无 = 一 五 , 故 由 定理 5.8, 得 
[6(z| 天)]x(xx) 一 SCzx| 一 到 )， 

于 是 由 (28) 式 ， 有 

(x) =e hI | EK) z+) 

=clinf {h*(2*—y*) +6(y*|—K)} 


=clinf{h*(2*) 22*}, 
习题 
1 证明 定理 1.4， 
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2. 证 明定 理 1.5 。 

3. 证 明 下 列 函 数 在 BR: 或 ER! 中 是 凸 函数 ,或 者 是 凹 国 数 , 或 者 两 者 都 不 
是 . 

1) jz yz) 一 32 十 yz 一 4 52 
(z+y+1)’ zw-ry+1>0, 

十 co 其 他 ， 

3) f(r,y)=e"’, 

4. 设 f(r,y)=8(z* 十 y*)。 其 中 BEC 中 是 增加 町 沙 数 。 证 明了 在 贺 
w?-FPy*Sa* 上 是 凸 国 数 的 充分 必要 条 件 是 0w 和 ww 时 ,8 (0) 十 2 8 (六 
0。 

5。 利 用 4 题 的 结果 求 使 在 :十 Y: 窒 ae 上 是 凸 函 数 的 最 大 a。 

1) f(x,y)=1log(z’:+ y+ 1), 

2) f(x,y)=sin(y’ + y’). 

6. 设 a€ER",a€ BR。 证明 f(z) 一 《x,a》 二 a 是 仿 射 函数 

7， 完成 8 1 例 3 的 证 明 ， 

8. 设 xE R"。 证 明 f(z)==|zi 是 正 齐 次 凸 函 数 ， 

9。 利用 凸 性 证 明 ， 

(CA Ca) 
其 中 wzn 大 于 0， 
10. 设 z,y>0,0StSl 证 明示 十 (1 一 切 y 关 20Y 和 1 
11. 设 jx) 在 五 " 中 连续 , 且 


1 1 1 
f| 主 (z+ | <3f(z) +af(y), 


证 明 f(x) 是 点 函数 ， 

12. 证 明 推论 1.8.1. 

13. 证 明 推论 1.9.1, 

14. 证 明 推 论 1.9,2. 

15. 证 明 规 范 国 数 是 正 齐 次 凸 函数 。 

16. 证 明定 理 2.4。 

17. 证 明定 理 2.9. 

18. 设 jz).g(z) 在 z> 下 半 连 续 , 证 明 (+E)(Cz)yinf(fE) 在 zx 也 是 下 


2) f(x, y)= 人 


476。 


半 连 续 的 ， 

19. 设 f(z)、,g(zx) 是 R* 上 的 上 同 函数 ,ri(dom 了)=ri(dom g)=0。 对 
于 YsEO,f(z)=g(z). 证 明 clf(x)=cl g(x). 

20. 设 f(x) 是 R* 上 的 上 屿 函数, 4om 了 =0C。 证明 f(z) 在 xz,E0 下 半 连 
续 的 充分 必要 条 件 是 对 于 Ye>>0, 存 在 7]>>0,VxEC 满足 ， 


1) 
2) 


21, 
22. 
23. 
24, 
25. 
26 . 


[sz— wl RH 时 ,f (40) Sf(%) -+e, 
Is#—z,|>n 时 ,f(x,) SF) + Isel。 


证 朋 推 论 3.5.2。 

证 明 推论 3.6.3, 

证 月 推论 3.13,1, 

证 明 在 定理 4.3 中 ,P.mepif = 儿 。 
证 明定 理 4.6. 

在 五 中 , 设 


1) f(s) = lel 1<p<+o%. 


1,， 
2) f(z)= { p” 20 pa, 
， 十 co <0, 
3) f(z)= {ae |x|<a, 
十 ce 1z|>a。 
求 了 *(Czy)。 
27， 如果 R* 上 的 实 值 滑 数 f(x) 满足 


fx)=f (8) + tf (Es) t= £1, £,), 


则 称 f(z) 是 可 分 的 ， 试 还 可 分 凸 函数 f(x) 的 共 犯 沙 数 J*(z*) 也 是 可 分 的 。 


设 


f(z) = 六 Alt) CHC+ oo, 


计算 六 (2*) 以 验证 上 面 的 结论 ， 
28. 设 A(2) 是 R" 上 的 闭 正 常 凸 孜 数 , 试 证 inf f(x)==0 一 19) 的 等 价 条 
件 是 inf J*(z*)=0=J*(9)。 
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29， 如 果 ?" 中 的 闭 正 常 凸 国 数 jz) 满足 故 一 2 一 xz)， 则 称 天 yz) 是 
对 称 的 ， 试 证 fx) 对 称 的 等 价 条 件 是 及 (zx*) 对 称 . 
30, 在 BR” 中 , 设 T=(é ,61), 


/< ， wp 
Kw {Ee +>0， 
(jw 其 他 


其 中 p 人 只, p 隐 0。 求 冯 (x*). 

31， 这 fz) 是 R" 上 的 廿 函数 , 试 证 24>0 时 ,f= 籽 的 等 价 条 件 是 六 = 
六 1。 

32. 证 明 推论 5.1,1， 

33， 证 明 推 论 5.6.1， 

34. 证 明定 理 5.7。 

35， 证 明定 理 5.8。 

36. 证 明 推 论 5.9.1. 

37. 证 明定 理 5,10. 

38, 设 CC: 是 R" 中 的 非 空 四 集 , 试 证 

84(2k OO FO) = tr 0 ) + Sr*10,), 
39. 设 BB 是 R* 中 的 欧 下 单位 球 ,aE R"，4 沁 0。 求 a+248B 的 支撑 沙 


40. 设 
C= {r= (60 Er) | 1E + + 8; |S1}, 
= {X= (6,62) E10, EET!}, 
s= {¢—(6.,€.)12 £4 人 0), 
求 C1,0,,0: 的 支撑 函数 ， 
41. 设 0 是 RR" 中 的 贞 集 ,a€ RB", 试 证 
dO*(r* CFTa)=6*(r*|C) + Ca, rz*), 
42, 设 0,,0, 是 R" 中 的 紧 致 抽 集 ,8 Eint C1.,0Eint CO: 
试 证 下 面 的 结论 成 立 ， 
1) 6*(r* 0) =max{6*(z*iO), 6*(r*|C,)}, 其 中 C=co{C,UO0,}, 
2) yrICNC)= max{y(rl0.) zc) 
43, 设 C 是 "中 的 相亲 开 廿 集 ,f(z),f(x),"… ,是 在 COC 上 有 限 的 巴 
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函数 译 列 且 在 2 的 稠密 子 集 C, 上 还 点 收 仇 ， 试 证 对 于 yzrEC， 
f(x) 一 limfi(zx} 存 在 且 是 有 限 的 ,在 C 的 每 一 个 用 有 界 子 
集 上 , {f(x 一 致 收敛 到 f(x)， 

44， 试 证 在 定理 5.12 的 条 件 下 ,有 

(gAN*(x*) inf{g*(y*) | Ay* =a*}, 

且 对 每 一 个 z*, 上 式 中 的 上 确 界 过 到 或 为 十 20。 

45， 试 证 在 定理 5.13 的 条 件 下 , 有 

(fut tf) =inf {fir 


二 x 二 十 x》， 


且 对 每 一 个 z*, 上 起 中 的 下 政界 过 到 ， 


sa 179. 


第 三 章 ” 凸 函数 的 微分 


本 章 讨 论 凸 函数 的 微分 学 ， 凸 函数 在 其 有 效 定义 域 的 内 部 … 
定 连续 ,但 并 不 一 定 在 常 义 下 处 处 可 微 ,所 以 我 们 将 引入 一 个 新 的 
概念 一 一 次 微分 ,从 而 出 丝 数 在 其 连续 点 上 总 是 次 可 微 的 ， 


$ 1 单 边 方向 导数 和 次 微分 


1， 单 边 方向 导数 

定义 1.1 设 f(x) 是 R" 到 [一 co,+ co] 的 实 值 函 数 ,” 是 使 
f (z) 为 有 限 的 点 ,如 果 极 限 
Lz+ 4) -f(s) 人 


lim 


存在 (可 以 取 1 让), 则 称 个 地 了 是 f(x) 在 x 沿 向 量 y 的 
章 边 方向 导数 , 记 为 1(x:y)， 
注意 到 


一 六 (xy) = Tim 一共 2 二 多 二 二) 


im = 二 一 jz) 
Alg 
故 由 双边 方向 导数 的 概念 知 J (x:y) 是 双边 方向 导数 的 等 价 人 条件 
是 J(z: 一 y) 存 在 且 
f(x:—y)=—f’(r:y). (2) 
定理 1.1 设 ](z) 是 RR" 上 的 正常 同 孙 数 ,x。€Edomf， 则 对 
YYy ER",f (zo:Yy) 存 在 . 
证 明 ”如果 对 于 VY4>0，zo 二 4y 买 domj ， 则 (wot 4y) = 
十 co 太 (zoiy) = 十 oo， 
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如 果 4 充分 小 时 ,zo + 4y Edomf , 则 由 第 二 章 定理 3.10， 郑 
南 二 全 一 人) 是 4 的 不 减 函 数 ,所 以 极限 


fw0:y) =lim s+ 9) fe 


=inf f(xot+Ay) — f(x,) 
A 


a> 和 


存在 ,| 

定理 1.2 设 f(w) 是 R" 上 的 正常 凸 函 数 .如 果 对 于 2E[ 一 ， 
ej,e 这 0,xo1 Ay Edomf, 则 (wx。:y) 有 限 ， 

证 明 在 ao= 一 cai=0,cs=4 有 时 应 用 第 二 章 定 理 3.10， 


有 : 
fr) fr ey) fvotAy)— f(r) 
Ee (3) 
(3) 式 右边 在 440 时 取 极 限 ,得 
f (xo oy) — f(r) 之 f(rxo:y) 
> fr) Cr ey) ， (4) 


即 f(xo:y) 有 限 . 1 
定理 1,3 设 f(z) 是 好 "上 的 正常 西国 数 , 则 六 (zsy) 是 y 的 
正 齐 次 西国 数 , /xz:0)=0, 且 对 Yy, 有 
—f’(s:—y)Sf (wy). (5) 
证 明 由 定义 1.1, 在 ac>>0 时 ,有 
f’ (x:ay) =liml A409)—f() —/(*) 


a limft* i (do) yf (7) 
410 Aa 


=af (2:y). 
当 0 委 4 <1 时 ,有 
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fw A YL 入 一 2 1 一 40)y] 一 一 7) 
0 EA aa 
A 


f(x! 2 fe), 


Sa 1 —A1) 


在 4y0 了 时 对 上 面 的 不 等 式 取 极 限 ,得 
f(x:iAy1t (1—4)y:) 
EA Fy) TADf zy), 
所 以 了 (xz:y) 是 y 的 正 齐 次 凸 函 数 ， 
显然 , fr:0)=0， 
任 给 所 > 六 08 一 y) UDC) 因为 jz:y) 是 y 的 四 
函数 ,很 据 第 一 章 定 理 1,3, 有 


] 1 1 1 
3 Ma> 1 % :本 (一 y ) -| 


=f’ Gx: 0)-:0 (6) 
故 对 于 Vy， 2 (x: —y) + (xz:y) 之 0, 即 对 于 YYy， 有 


T(x:y J ry). 
容易 让 明 , (x:y) 作 为 y 的 固 数 ,有 
domf’(w:y)=-cone(domf— +)., (7) 
当 了 (sw) 是 上 的 凸 贤 数 时 ,对 于 左 , 右 导数 (xr),f (C(x), 下 
而 的 关系 成 立 ， 


fi (x) - im 1 


7). = (x:1), (8) 


fo lm f(x:—1), (09) 


ps 
由 定理 1.3， 得 
三 (二 三 (az)， (10) 
2. 次 梯度 与 次 微分 
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定义 1.2 设 (x) 是 R' 上 的 凸 的 数 ， 如 果 向 量 x* 满 足 , 对 
于 Ys, 有 
f(z2)f(r) vt, 2— rt), (11) 
则 称 z* 是 f(z) 在 z 的 次 梯度 ，f/ (zx) 在 zx 的 次 梯度 的 全 体 称 为 
/(z) 在 的 次 微分 ,用 0f(z) 表示 .如 果 0f(z) 隆 作 , 则 称 f(2) 
在 x 是 次 可 微 的 . 
定理 1.4 9f (x) 是 闭 出 集 , 
证 明 留 给 读者 ， 
由 定义 1.2 可 知 , (7) = 一 2 时 ，9f(xw) 二 RR"， 而 当 f (zx) = 
: co,dom 了 关 促 时, 0f (x) 一作， 为 避 爷 上 述 情 形 ， 以 后 主要 研 
究 正 常 同 函数 ， 
例 1 设 f(z)=|1z|,xER"， 求 0f (x)， 
解 当 w==9 时 ,0f(0) 中 的 x* 满 足 
1z| 宇 Cw*,2》 ,YZ 
因为 |<z*,s>| 记 12||z*|, 所 以 01 (0) = 五 ,其 中 B 是 单位 球 ， 
2 天 8 时 ,不 难 验 证 61(Cc) -|x| zx. 
我 们 知道 ,1(z) 除 23=0 外 是 可 微 的 ， 而 由 例 1 知 f(x) 是 处 
处 次 可 微 的 ， 
例 2 设 


al Iz |<1, 
f(z) = oo |x |>1. 


可 以 验证 , 当 |z|<1 时 ,了 (x) 次 可 微 .而 |z | 之 1 时 ,0f(w) = 六 。 
对 于 例 2 中 的 fw), 它 仅 在 Titdom 了 站) 处 处 次 可 微 ， 
例 3 设 0 是 BE" 中 的 非 空 凸 集 , f(x)=6(x10), 则 x*€ 
of(s) 的 等 价 条 件 是 
OIC ES viC) 10 本 5 一 人 2 (12) 
(12) 式 表示 YEO YE(C 肝 ,0 二 sx72。 由 第 一 章 88 知 2* 


。 1!133， 


是 C 在 * 的 法 线 向 量 ,所 以 906(x1C) 是 C 在 3 的 法 线 锥 ， 

下 面 讨论 0f (x) 与 1 (wx:y) 的 关系 

定理 1.5 设 f(z) 是 R" 上 的 凸 函 数 , 则 xz* 是 (x) 在 + 的 
次 梯度 的 充分 必要 条 件 是 对 于 vy, 有 


f(x:y)Av*, YY), (13) 
证 明 设 s 二 x 十 A4y, 则 (11) 式 变形 为 
[f(xw+Ay)— f(z) /MACw*,y), YY ,A>0., (14) 


如 果 x* 是 f(x) 在 x 的 次 梯度 , 则 (14) 式 成 立 ， 在 (14) 中 令 
4yY0 取 极限 , 则 对 于 Vy, 有 
f(xw:y)=lim fl +4y)— f(r)]/A>*, y>, 


反之 ,如 果 对 于 Vy ,J'(z:y) 宇 《x*,y) 成 立 , 演 虚 到 差 商 
[f(z+4y) 一 (x)]/4 在 4>0 有 时 是 4 的 不 减 国 数 , 故 
[f(z+Ay)—f(r) /A y), YY >>0， 
即 (14) 式 成 立 ,x*E0f(zx). | 
推论 1.5.1 设 f(x) 是 R" 上 的 凸 函数 , 则 
clf’(z:y)=6*(y|0f (7z)). (15) 
证 明 留 给 读者 . 
次 梯度 不 等 式 (11) 的 几何 意义 是 ， 仿 射 函数 部 (z) = 二 了 (x) 1 
《z* ,5 一 2 的 图 形 是 凸 集 epif 在 点 (x ,f(x)) 的 不 垂直 支撑 超 平 
面 。 故 在 一 维 的 情形 ,定理 1.5 说 明 次 梯度 是 BR? 中 过 (x, 了 (zx)) 
而 不 与 ri(epif) 相交 的 非 垂 直 直 线 的 斜率 z*, 它 们 构成 在 有 人 (x) 
和 f+(x) 之 闻 全 体 实数 组 成 的 闭 区 间 ( 图 1)， 
定理 1.6 设 f(x) 是 BR" 上 的 凸 函 数 ,* 是 f(x) 有 限 的 点 ， 
则 下 面 的 结论 成 立 ， 
1) 如 果 f(x) 在 x 次 可 微 , 则 (4) 是 正常 的 ， 
2) 如 果 f(z) 在 x 不 是 次 可 微 的 , 则 了 (xz) 在 4 一 定 存 在 无 限 
的 双 迪 方向 导数 , 即 一 定 存在 一 个 y ,使 
f'(w:y)=—f’(%:—y)=—00, (16) 
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实际 上 ,对 于 每 一 个 y=2z 一 7;2EIi(domf),(16) 式 一 定 成 立 , 


证 明 1) 如 果 了 (zx) 在 x 次 可 微 ， 册 次 梯度 不 每 式 (11) 知 ， 
f(z) 是 一 个 仿 射 苞 数 的 优 函数 ， 但 由 条 件 ,f(%) 夷 + 00, 故 f(x) 
是 正常 的 ， 

2) 如 果 f (zx) 在 ?不 是 次 可 微 的 ,0f (zx) 二 名 ,但 9f (xz) 二 名 的 
等 价 条 件 是 6*(y161(z))=clf'(z:y)= 一 c。 于 是 在 某 些 y， 
jJ (zy 三 一 cc。 由 定理 1.3, 一 太 (z :一 y) = 一 c2。 即 (16) 式 成 
立 ， 

设 domf ‘(x:y)=D, 根据 第 二 丫 定 理 3.5,y EriD 时 ,f(z: 
7y) 二 一 0, 令 0==domf 一 +x。 二 是 9EC、 则 由 (7) 式 知 

D= UAc. 
于 是 ~ 
CCDCaffC， 
故 riCCripCaff0C， 所 以 在 ri(domf) 一 xz 上 (16) 式 成立, 」 

定理 1.7 设 f(z) 是 R" 上 的 正常 是 函数 , 则 

1) 2 所 domj 时 ,0f (x*)=©. 

2) x Eri(dom) 时 ,0f (x) 关 训 , f(z:y) 是 7 的 闭 同 函 数 , 且 

f’' Cz:y)=sup{l<r*, ye* EOf (x)}=6°(y10f (2)). (17) 

3) 0f (zx) 非 空 有 界 的 充分 必要 条 件 是 +Eint(domf)， 在 这 
时 了 《Cw:y) 处 处 有 限 ,《17) 式 中 的 “sup” 变 为 “max”， 
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证 明 1) zdomf 时 ,f(z) = +oo 这 时 只 要 取 :Edomy ， 
则 (11) 式 对 任何 x* 都 不 能 满足 , 故 0f (z)= 亿 ， 

2) 如 果 zErildomf)， 考 虚 到 domf'(x:y) 是 子 空间 ， 
fz:9) 二 0, 于 是 f(z:y) 在 domf (x:y) 上 不 恒 为 + co， 所 以 
f(z:y) 是 正常 的 .根据 第 二 章 推 论 3.7.1,f'(z?:y) 也 是 闲 的 ， 
oj (z) 夭 他， 由 推论 1.5.1,(17) 式 成 立 ， 

3) 根据 第 二 章 推论 5.6. 2, 非 空 闭 凸 集 有 界 的 等 价 条 件 是 它 
的 支撑 函数 处 处 有 限 ,下 面 将 利用 这 个 结论 ， 

如 果 xEint(domf), 故 ri(domf)=int(domf)， 由 2) 知 ， 
domf‘(z:y) 是 子 空间 , 故 domf (x:y) 二 R*"， 所 以 用 (x:y) 处 处 
有 限 ， 而 6"(y19f(x))= 二 f(x:y)， 于 是 90f (zx) 有 界 . 

如 果 0f (zx) 非 空 有 界 , 则 6*(y10f(x)) 处 处 有 限 ,而 clf (7: 
y) 二 6"(y19f (zx)), 故 f(x:y) 处 处 有 限 ， 由 定义 1.1, 对 YY, 存 在 
4>>0, 使 + 十 AyEdomf， 所 以 x Eint(domf)， 在 有 界 闭 集 上 线 
性 函数 达到 上 确 界 , 故 (17) 中 的 “sup” 由 “max” 代 赫 ，1 

定理 1.8 设 f(x) 是 R" 上 的 正常 凸 函 数 ,f(x) 在 4 次 可 
微 ,f(z)>>inff (x), 则 C={z]f(z) 碾 f(z)} 在 3 的 法 线 锥 KK。-: 
clcone[ Of (x)]., 

证 明 由 已 知 条 件 ,C 尖 好， 故 由 法 线 锥 的 定义 ,2 "是 C 在 z 
的 法 线 向 量 的 等 价 条 件 是 在 1(z) 之 f(z) 时 ,有 Cz 一 *,x") 志 0, 令 
,是 C 在 x 的 法 线 锥 , 则 

Ko={x"|f (2)<f(2)NH, C2— 12, 7")<0} 
={z (< 时 《402 一 2) ,7*) SE0,4>0}. 
令 K={y|f’‘Cr:y)<0}= {yly=4 (sz 一 2)，(z)<(z) 1 
0} ,并 是 天 的 极 锥 , 则 

K={x*|(x*,y<0,y ER} 

{2*| Cv",A(2—2)) <0,4(2— 2) EK,4>0}= EK,. 
(18) 
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根据 第 二 章 定 理 3.9, cl{z| f(z) <f(z)}= {zlclf (2)< 
f(z)}, 且 | 
clK={y|clf’(z:y)<0}={y16"(y 10f (x2))<0} 
={y|(y,7*)<0, Vr" EOF Cx)} 
={y](y,47")S0, vir* € A0f (x),4>0} 
=K,, 
其 中 K, 二 cone6f (xz)。 由 (18) 及 (19) ,得 


~ 4 之 
Ko=K=(cK)=(K)=clk,. 重 


3. 次 梯度 的 对 偶 性 
定理 1.9 设 f 有 (zx) 是 R" 上 的 正常 凸 函数 , 则 下 面 的 条 件 彼 
此 等 价 ， 
1) zs*€EoOf (7). 
2) 《2，2 "> 一 了 (2) 在 2=2 达到 其 关于 >: 的 上 确 界 。 
3) f(r)+f"(x")Er, s*), 
4) f(s)+f*(s")= r,s"). 
如 果 (x) 二 clf (sz), 还 可 以 加 入 三 个 条 件 ， 
1’) EOf (x"). 
2 ) 《2 ,2) 一 J"(z") 在 z*=w* 达到 其 关于 z* 的 上 确 界 . 
3”) y EO(clf (x))., 
证 明 利用 次 梯度 不 等 式 (11),1) 可 以 写成 
s,m OO— FF), 7) — fz), YZ, (20) 
(20) 正 好 证 明了 1) .2) 等 价 . 
在 (20) 式 右边 对 z 取 上 确 界 , 有 
《YY% f(r) "(7"), 
这 正 是 3)。 当 然 3) 成 立时 , (20) 式 成 立 ， 故 2) .3) 等 价 ， 
由 Fenchel 不 等 式 ,3) .4) 等 价 ， 
对 偶 地 ,1")、2”)、3”) 等 价 于 
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久 "(z) 二 (7 ) 一 《390 7。 . (21) 
而 当 f(z)==clf (sz) 二 J**(z) 时 ,(21) 式 与 4) 等 价 , 明 
推论 1.8.1 设 f(z) 是 R" 上 的 闭 正 常 帅 联 数 , 则 6f(z) 和 
9f"(zx*) 作 为 多 值 映 射 恰好 互 为 逆 映 射 , 妈 x E90f*(z*) 的 等 价 条 
件 是 xz*E0f(%)， 
证 明 由 定理 1.9 的 1* ) 和 1) 的 等 价 性 即 得 U 
推论 1.9.2 设 (x) 是 R" 上 的 正常 凸 函数, f(x) 在 * 次 可 
微 ， 则 cif(w)= 了 (x),90(Cclf (x))=07(%). 
证 明 由 Fenchel 不 等 式 , 有 
f(x)Polf(s) =f""(%)>r, vw — f(s"), 
-如 果 f(z) 在 4 次 可 微 , 则 至 少 存在 一 个 zx" 使 4) 成 立 ， 这 时 《>， 
wD)—f" (rs")=f(z), 故 clf (x)=f (x), 
再 由 3”) 与 1) 的 等 价 性 知 ,O(clf (x))=0f(zx). 


例 4 设 f(z)=- 玉 lzl5zEeR" 求 af(z)， 
解 设 x=( 和 ，， 5 人 


f(z” )= 于 lz [= (2+ +) 
由 了 (%) 的 闭 性 及 定理 1,9,w* EE < of (a) 或 xE0f*(z"*) 的 等 价 条 
件 大 ， 
Coy) = Elo lt (22) 
i=1 


当 且 仅 当 = 于 有 时, (22) 式 成 立 ,所 以 6f (xz) 二 x, 
例 5 设 f(x)=|zx|1,xE€R", 求 0f(x). 
解 ”由 第 二 章 8 5 例 1, f(x)=6*(x|1B),B 是 单位 球 , 则 
0 zx"€B, 

+ wx"¢B. 

故 由 定理 1.9 的 4) ,wx 天 0 时 ,zcEof(z) 的 等 价 条 件 是 ， 
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人 (zc=5(z*1B) 一 人 


1z*1s1 cz 一 7]， 
所 以 圭一 和 /8 1 
6x), 即 
of (x)~z/|zl, 
间 样 ,z=9 时 ,01 (06) 一 B,B 是 单位 球 ， 


§ 2 次 微分 的 连续 性 


定义 2.1 设 /(z) 是 R" 上 的 正常 凸 函数 , 则 称 
domOf 一 {z160f0z) 天 何 } 

为 次 微分 映射 0f 的 有 效 定义 域 ,而 称 
rangof =U1{0f(z)|z€ B"} 

为 0f 的 值 域 . 

dom0F 不 一 定 是 凸 集 ,但 由 定理 1.7, 有 

ri(domf)CdomofcCdomy， 

所 以 domOf 也 与 凸 集 差别 不 大 ， 由 定理 1.9,6f 的 值 域 是 9f* 

的 有 效 定 义 域 , 故 


ri(domf*)CrangofCdomf *. 


下 面 讨论 次 微分 的 连续 性 ， 

1， 一 维 的 情形 

为 方便 起 见 ,将 左 , 右 导数 三 (z) 和 f(x) 推广 到 domf 区 
闻 之 外 ,在 domy 右边 的 点 , 设 1 二 f= 二 +co， 在 domf 左边 的 
点 , 设 大 = 广 = 一 co， . 

定理 2.1 设 f(z) 是 五 上 的 闭 正常 凸 函数 , 则 

1) J-、f+ 在 五 上 是 不 减 函 数 ,在 int(domf) 上 有 限 ， 

2) 当 2<Y< 坟 2 时 

f(z EFCs)Ef 7) Sf (7), (1) 
3) 对 于 YXE 五 ,有 
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limf’ (2) =f+(2), limf (2)=f+(s), (2) 
limf+(2)=f°(%), limf-(#)=f-(2). (3) 
证 明 根据 §1 的 (8),(9) 式 ,有 
f(r)=f (x:1), f(x) —f (rs:—1), 
由 定理 1.1, 上面 两 式 完全 确定 且 f(x) 万 f1(x)， 由 推广 后 的 定 
义 ,z 拉 dom 了 时 ,这 个 不 等 式 仍 成 立 ， 
由 差 商 [f(z 二 4y) 一 f(z)]/4 的 单调 性 ，f1(#) 过 +co 的 充 
分 必要 条 件 是 x 在 cl(dom 了 ) 右 端点 的 左边 ,而 f(x) 之 一 2 的 充 
分 必要 条 件 是 x 在 cl(dom 耻 ) 左 端点 的 右边 ， 所 以 在 int(domf) 
上 ,fi、f 有 限 ， 


如 果 y,zEdomf,y<z, 则 
FSH VY NHV CD). 0) 


如 果 y,z&domf,y<<z.。 根据 推广 了 的 定义 ; 亦 有 fi(y) 志 
f(z)， 如 果 y,z 中 只 有 一 个 在 dom 了 中， 这 时 自然 有 f(y) 志 
f(z)， 故 (1) 成 立 ， 同 时 也 证 明了 f“、f1 是 不 减 函 数 ， 

由 (1), 又 得 

f(s)Slimf (2)<limf+(2). (5) 

为 了 证 明 (2), 只 需 再 证 反 向 的 不 等 式 成 立 . 

由 第 二 章 推 论 3.8.1,limf(z)=f(s). 故 存在 e>>0, 在 z<y 
<xz 十 e 时 ,有 


Fy)— fx) 1， 了 (YY) 一 了 2)、 ps 
Ty f(s). 


故 
limf!(2)< lim 20 = pi (7), (6) 
zx yl YY 一共 
所 以 (2) 成 立 ， 类 似 可 以 证 明 (3). 上 
正如 $$ 1 定理 1.5 后 面 说 明 的 ,对 于 Yz 
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Of (xz)={2"E RIf (rs)Er" Sf+ (7)}, 


下 面 利用 (7) 式 计算 函数 的 次 微分 ， 
例 1 在 中 , 设 
十 co 
2 
f(z)=Y 2 
bE 
十 oo 


(图 2). 求 0f (xz)， 


解 了 《zx) 是 正常 是 函数 ， 利 用 左 、 右 导数 定义 得 


一 Go 


I 
lo 
一 Co 
一 co 
fi(x)—412¢% 
1 
十 co 
所 以 ,由 (7) 式 有 
[多 
27 
f(z)=1 0 
1 
[1, +eo] 
好 


X<—1, 
二 一 1， 
—1l<x<0, 
0<r<1, 
xX>1., 


TX<—], 
T=—1,， 
一 1<Y<<0， 
0 委 z<<1， 
X=1,， 
+ 之 1, 
rz<—1,，, 
T=—1, 
一 1<x 委 0， 
0<7zY 委 1， 
xX>1. 


TE—1, 
—1<x<0, 
r=0, 
0<7<<1， 
w=1, 


XD>1。 


9f zx) 的 图 形 是 连续 无 限 曲线 , 见 图 3 . 


(7) 
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图 2 图 3 
例 2 在 RE 中 , 设 


[ 0 x>0, 
9] 1 w=0， 求 f(x). 
二 oo ZX<0, 
解 “计算 知 
7 7>0, 
f(s)={ 0 


显然 ,f(z) 在 +=0 不 是 右 连 续 的 ,了 (zx) 不 是 闭 的 。 这 个 例子 培 
明 , 定 理 2.1 中 f(x) 是 闲 的 假设 是 必要 的 ， 
当 jz) 是 闲 正 常 凸 范 数 时 ， 由 定理 2.1 中 的 公式 (2)、(3) 
知 , 六 (2)、 广 (z) 的 每 一 个 都 彼此 确定 另 一 个 。 事实 上 , 设 p(x) 
是 五 到 [一 co,+eo] 的 任意 函数 , 且 
fxz) 和 p(z) 委 (rz)，YzE 玉 ， 
令 w+(2) 一 limp(2) ,9-(Z) 一 ime(z)。 


则 由 定理 2.1,p(z) 是 不 减少 的 , 且 太 =p+ 产 =9- ,所 以 9 完全 
确定 了 0/， 下 面 的 定理 说 明 p 是 怎样 确定 jx) 到 一 个 常数 的 ， 
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定理 2.2 设 aER,p(x) 是 请 到 [一 20,+00] 且 gla) 有 限 
的 不 减 函 数 ， 令 


P+(7) =limg(z), 9-42) =limg(s), (8) 
f(s)={ vat, (9) 

则 了 (sz) 是 闵 正常 凸 函 数 , 且 满足 
六 三 p_S<0 和 0 一 太 。 (10) 


如 果 g (x) 是 另 一 个 闭 正常 凸 函数 ,满足 g' pg 三 g1， 则 g = 二 了 + 
4 ,4 是 常数 ， 

证 明 设 7 了 是 p(z) 有 限 的 区 间 ， 因为 g(x) 不 减少 ,f(x) 作 
为 Riemann 积分 对 于 x EJ 是 完全 确定 的 , 有 限 的 .在 cly 的 有 
限 端 点 ,作为 Riemann 积分 (或 Lebesgue 积分 ) 的 极限 ,jz) 是 完 
全 确定 的 在 x 和 cl 了 时 ,积分 显然 是 + coo， 下 面 证 明 (zx) 在 J 
上 是 西 的 ,从 而 由 clJy 上 积分 的 连续 性 得 出 f(x) 在 五 上 是 闭 的 

设 rz,yEJ,0<4<1,z=(1 一 4)z 十 4Y 则 


必 一 人 YY 一 名 


4=2, 1 一 4= 


4 一 全 YY 一 人 和 “ 

而 

1 一 Fo)= 人 (Dat<(z 一 De(a)， (11) 

f(y)—f(2) = pdt (yz) p(s). (12) 
a 

(一 [7(2) 一 /Co)]+ A f(y)] 

和 [4 一 4)(4z 一 四 ) 一 4(Y 一 5)]9(2) 一 0， 
从 而 
F(a) <(1~A FCs) + AF0Y), (13) 

所 以 f(z) 是 四 函数， 
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对 于 YzEJ, 在 Vz 之 4+ 时 ,有 
f(z)—f (7) -tf > g(x)(z—z) 


Zo ZX 


p(x) » 


故 fi(z) 之 p(xz)， 相似 可 证 xEJ 时 ， g(x) 宇 f(x)。. 如果 
+ 关 J, 这 两 个 不 等 式 显然 成 立 , 所 以 如 定理 前 所 述 ,一 定 有 六 = 
p+ i=9-, 旭 f=9p-<p<p+= fi. 
设 g(x) 是 满足 g: 志 g 声 g+ 的 另 一 个 闭 正 常 凸 国 数 , 故 同 
样 有 g+ 一 9+,g“ 一 p-, 于 是 g4= 太 8 = 大 由 定理 2.1 中 
左 , 右 导数 的 有 限 性 质 及 JCdomfCclJ, 则 
ri(domg)=ri(domf)=riy., 
因为 f(x),g (x) 是 闭 的 ,它们 的 值 由 riJ 上 f(x), g(x) 的 值 完 
全 确定 ， 所 以 只 需 证 明 在 riy 上 
g=f +const. (14) 
如 果 本 仅仅 是 一 个 点 , (14) 式 的 成 立 是 明显 的 , 故 可 设 riJ = 
intJ 天 作 。 由 定理 2.1, 在 inty 中 了 和 8 的 左 、 右 导数 有 限 ， 根 
据 极 限 的 可 加 性 ,函数 及 =f 一 g 在 intvy 中 左右 导数 存在 , 且 
hi(s)=f+(4)—g+(%)=0 
h(x)=f’(2)—g’(r)=0, 
故 在 intJ 中 的 双边 导数 存在 且 蚀 为 90。 因 此 在 intJ 中 f 一 g = 
const。(14) 式 成 立 , | 
为 了 说 明 0f (xz) 的 图 形 , 作 下 面 的 定义 ， 
定义 2,2 设 g(z) 是 请 到 [一 2,+co] 的 不 恒 为 无 限 的 不 
减少 函数 ， 称 E* 的 子 集 
T={(2,2*)|%E RI*E Rp-(x)<r*<pr(r)} 
是 完全 不 减少 曲线 。 
集合 六 就 象 在 区 间 工 = {z| 对 于 某 个 x*, (x,x*) E 厂 } 上 连 
续 不 减少 的 函数 的 图 形 ,只 是 它 可 能 包含 垂 直 线段 及 水 平 线段 ， 
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实际 上 它 是 一 条 真正 的 曲线 ,并 且 在 两 端 都 是 无 界 的 . 例 1 中 的 
图 3 就 是 完全 不 减少 曲线 的 例子 . 

由 定理 2.1, 定 理 2.2 直接 得 到 ， 

定理 2.3 愉 上 定义 的 闭 正 常 凸 函数 7(z) 的 次 微分 映射 0 
的 图 形 是 ER? 中 的 完全 不 减少 曲线 厂 . 除 一 个 常 数 外 ,三 完全 确 
定 了 (z). 

2。n 维 的 情形 

定理 2.4 设 f(z) 是 R" 上 的 闭 正 常 是 函数 ,如 果 序 列 
{zd 和 {x*} 满 趾 x*E0f Cz.),limv,=z,limz*=x*， 则 x*€ 
6f (xz). 换 旬 话说 ,0f 的 图 形 是 ER" x R" 中 的 闭 子 集 ， 

证 明 ”根据 定理 1.9, 对 vi 有 


CCAERCAO (15) 
在 i>co 时 取 “lim inf”, 并 利用 f(x),f*(z*) 是 闭 的 条 件 ,得 
x, 2x) (x) + f*(x*), (16) 


即 z*E0f (x). 上 
定理 2.5 设 f(x) 是 R* 上 的 凸 函数 ,C 是 开 凸 集 ,f(z) 在 cC 
中 有 限 , {f(x)} 是 在 C 中 有 限 的 屿 函数 序列 ， limf (x)=f(2), 


EO, {HCO,limv=—r, {y}CR",limy;=y, 则 


lim supfi (wi: yOEf x:y), (17) 
此 外 , 任 给 0, 存 在 一 个 指标 ?在 + 之 加 时 ,有 
Of (x:) COf (x)+eB, (18) 


其 中 B 是 单位 球 . 
证 明 任 给 4 二 f(s;y), 由 定义 1.1, 存 在 4 之 0,%+4y€0， 
有 
[f(s+ay)—f(s)1/A<k. 
根据 第 二 章 习 题 43, 知 
limf (sit 4y) =f (z+ 4y), limfi(wi) =f (2), 
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故 i 充分 大 时 ,有 
[f(xitAy)—f(%) /A (19) 
但 
fi Cr YELf r+ Ayi) — f(s) /4, 
所 以 lim sap 放 (zyDsw 由 上 的 任意 性 , 知 (17) 式 成 立 ， 


在 (17) 式 中 特别 取 y;=y, 则 对 VYyE R", 有 
lim supfi (zi:y)Ef (x:y). (20) 


因为 CCint (domf)，CCint(domf,), 由 定理 1.7，6f(x)， 
9f;(zi) 是 有 界 闭 山 集 ， 于 是 
frr:y)=6*(y|0f C7)), f(z:y)=6*(y|0f (2)), 

且 在 ER" 中 处 处 有 限 ， 于 是 由 第 二 章 习题 43 可 知 , 任 给 *>0, 存 
在 记 , 在 i>ij,VYEB 时 ,有 

fi (vi:y)Ef (zy) +e, (21) 
其 中 五 是 单位 球 。 利 用 方向 导数 的 正 齐 次 性 , 在 i 诗 计 ,VyE RR” 
时 ,有 

fi (zi:y)SEf (zr:y) +ely}, (22) 
则 由 定理 1.7 及 第 二 章 85 例 1, 在 i>i,,vyE BR" 时 ,有 

ox*(y|9f (5)) So*(y|O0f (zx)) + ed*(y|B) 


=6*(y|0f (+) +eB). (23) 
根据 第 二 章 定理 5.4, 上面 的 不 等 式 等 价 于 i 宇 记 时 ， 
Of (x1) COf (xr) +eB, (24) 


故 (18) 式 成 立 , | 
§ 5 是 函数 的 可 微 性 


正如 本 章 开始 所 指出 的 , 山 函 数 不 一 定 是 处 处 可 微 的 。 但 我 
们 已 经 证 明 ,在 ri(domj ) 却 一 定 可 以 保证 正常 凸 函 数 的 次 可 微 
性 。 这 一 节 我 们 专门 讨论 四 函数 的 可 微 性 ,研究 可 微 性 与 次 可 微 
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的 关系 ,梯度 与 次 梯度 的 关系 ， 
定义 3.1 设 f(z) 是 R" 到 [一 co， +c0] 的 实 值 函数 ， 2 是 
f(z) 有 限 的 点 ， 如 果 存 在 唯一 的 向 量 x*, 满 足  . = 
f(z)=f (4)+lr*,s—7z) +o(|z—z|), (1) 
则 称 f(s) 在 4 可 微 ,z* 称 为 f(x) 在 4 的 梯度 ,用 Vf(z) 表 示 . 
(1) 式 可 以 写成 
1im_ C2)—f(%)— r,s 


2 1 二 > 三 0 (2) 
先 求 V1 (z+) 的 表示 法 ， 设 (x) 在 z 可 微 , 由 (2), 对 Vy 闫 9， 
% 二 十 4y,40 时 ,有 


0 一 lim 于， yy》 
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=[f’(zs:y)—Vf (zr), yy|。 
故 (zx:y) 存 在 且 是 y 的 线性 函数 ,对 wy, 有 
- - f(z:y)=CVf(r),y>. (3) 
特别 地 ,在 i 二 1,.…,n 时 ,有 
其 中 。 是 R" 中 的 基本 单位 向 量 ,x 二 (5,… ,5,)。 所 以 有 


Vf) = (< (4) 
如 果 设 y=(,… 7.), 则 
(一 uF + (5) 


现在 专门 讨论 凸 函 数 的 情形 , 
定理 8.1 设 f(?) 是 "上 的 凸 函 数 ,z0€ BR",w*€E0f(z0)， 
Vf (zo) 存 在 , 则 2*=Vf (x0)。 


证 明 设 ww=xo+ 元 (zx 一 Vf(zb))， 由 f(z) 在 z 的 可 向 
性 知 
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fs =f x0) + LVF 80), ts— £0 + ol zs—zo)), 


(6) 
x* 是 f(x) 在 v6 的 次 梯 讼 ,又 有 
-f(z) f(s0) t,t — v0). (7) 
(6) + (7) 得 
OVf (0) — x, wy 0) +o( 7 —zol) 
= 一 守 Vi(zo0) 一 2*]+ 直 ol]z* 一 Vj(zD)1). 
(8) 


将 (8) 式 两 边 乘 以 上 , 令 上 >o0 ,得 
—|vVf(zo) —2*|’>0. 

所 以 xz*=Vf(z). 1 

定理 3.2 设 f(x) 是 R" 上 的 上古 函数 ,f(x) 在 x 有 限 . 

1) 如 果 f(w) 在 x 可 微 , 则 Yf(z) 是 f(w) 在 x 的 唯一 次 梯 
度 ,于 是 对 于 vz, 有 

f(z)1(7)+ Vf (4), 2— 12). (9) 

2) 如 果 f(z) 在 x 有 唯一 次 梯度 , 则 有 (7x) 在 x 可 微 ， 

证 明 1) 这 是 定理 3,1 的 结果 ， 

2) 设 w* 是 f(z) 在 xz 的 唯一 次 梯度 , 令 
8g(y)=f(r+y)—f(s)— Lr*, y). 
容易 证 明 dg(0)={90}， 由 (2) 可 知 ,要 证 明 f(z) 在 zx 的 可 微 性 ， 

只 要 证 明 


lim&g(Cy) 
人 (10) 


即 可 ， 由 推论 1.5.1 知 clg'(g:y)=6x*(y19g(9)) 一 0, 故 g/(6 
y) 三 0， 于 是 对 于 Vu, 有 
0==8’(0:w) =lim[ (4u)—g(0)]/4. (11) 
注意 g(0) 二 0, 而 差 商 是 4 之 0 的 不 减少 数 , 所 以 四 函数 及 () = 
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g(42)/11 10, 在 4y0 时 逐 点 嗪 小 到 0， 下 面 证 明 在 xE 了 时 ， 
这 种 减 小 是 一 致 的 ,其 中 B 是 单位 球 ， 
设 cl， :anER" BCcotfa an 故 wEB 时 ,有 


2 一 > Xia 4: 宇 0， > 4=1, (12) 


iml i=1 
上 且 0 过 本 h(a)<<max{ha(a) |i=1,…, 加 }， 因 为 
i=l 


对 任意 i,4Y0 了 时 ,h(a) y0， 故 对 EB,440 时 ,h(%) 一 致 减 
小 到 0。 换言之 , 任 给 se>0, 存 在 6>0, 满 是 
g(Au)/ASe ,YAE C06), vuEB, (13) 

对 于 满足 0 之 |y| 志 6 的 每 一 个 向 量 y ,可 以 表示 成 y=4z， 
其 中 4=1y|l,xzEB. 故 只 要 0<1y| 委 9 就 有 g(y)/1y| 过 ce, 即 
(10) 式 成 立 .| 

推论 3.2.1 设 Fx) 是 五 "上 的 凸 国 数 ， 如 果 zz) 在 zy 有 
限 且 可 微 , 则 jx) 是 正常 的 四 函数 且 yxEint(domy )， 

证 明 留 给 读者 . 

定理 3.3 设 1(x) 是 R" 上 的 十 涵 数 ,zt 是 使 1(z) 有 限 的 点 ， 
则 fz) 在 x 可 微 的 充分 必要 条 件 是 f(x:y) 是 y 的 线性 函数 或 


双边 篇 导数 三) 在 存在 且 有 限 ,i=1， 

证 明 本 节 姑 始 已 经 推出 ,如 果 f(z) 在 zz 可 微 , 则 f(x:y) 
是 y 的 线性 函数 . 反之 ,如 果 jz:y) 是 y 的 线性 函数 , 则 它 是 
闭 廿 函数 且 由 定理 1.7 知 

1 (vw:y)=-6*(y|0f (x)), (14) 
故 9f(z) 仅 包含 一 个 点 ， 由 定理 3.2 知 ,f(z) 在 y 可 微 ， 
再 证 第 二 个 等 价 条 件 . 如 果 (x) 在 xz 可 微 ,由 本 节 开始 所 


推 证 ，-5) 存在 且 有 限 ,1 反之 , 设 一 和 人 了 于 (2) 存在 有 
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限 ,e; 是 RE" 的 基本 单位 向 量 ,由 $1 知 
f(s:0) = EF: 00), dl | 


国 为 f'(z:y) 是 正 齐 次 是 函数 ,根据 第 二 章 定 理 1.10 知 1'(z:y) 
在 RB" 上 关于 y 是 线性 的 ,从 而 f(z) 在 x 可 微 , | 
定理 3.4 设 f(x) 是 在 五 的 开 区 间 I 上 有 限 的 加 函 数 ，D 
是 双边 导数 f(x) 存 在 的 了 的 子 集 , 则 D 包含 了 的 最 多 除去 可 数 
个 点 的 所 有 点 (因而 D 在 了 中 稠密 ), 且 f(x) 相对 于 DD 是 连续 
的 ， 不 减少 的 ， 
证 明 将 f(x) 推广 成 如上 的 闭 正 常 凸 国 数 ， 由 定理 2.1， 
四 (%) 二 f(x) 的 充分 必要 条 件 是 f4(z) 在 zx 连续 ， 所 以 刀 由 
天 连续 的 点 组 成 。7 中 不 属于 D 的 点 是 不 减少 函数 f+ 具有 跳跃 
的 点 ,而 且 最 多 只 有 可 数 个 这 样 的 跳跃 ( 见 [39])。 因 为 在 D 上 ff: 
与 f' 相同 ,区 f(z) 相对 于 DD 是 连续 的 .不 减少 的 .| 
定理 3.5 设 f(x) 是 R" 上 的 正常 古 消 数 ,y 关 9, 令 
D={xEint(domf ) lf’(z:y)=—f’(z:—y)}, (15) 
网 fz:y) 作 为 x 的 活 数 在 DD 中 连续 ,D 在 int(domf) 中 处 处 
称 密 , 
证 明 根据 定理 2.5,f"(z:y) 作 为 zx 的 函数 在 int(domyj) 
中 上 半 连 续 ， 故 只 要 证 明 f/xz:y) 在 D 中 下 半 连 续 即 可 , 即 
lim inff/(z:y)=—f/(x:—y), Vr Eint(domf), 
| (16) 
首先 ,“ 守 ”一 定 成 立 ， 因 为 由 定理 1,3, 有 
f(s:y)>—f (2:—y), (17) 
而 f(z: 一 y) 在 int(dom]) 中 关于 zz 上 半 连 续 , 
设 g(24)= 了 (x+4y), 则 有 
lim inff/(#:y)Slimf’(x + Ay:y) =limgt(A) 
=g-(0)=—f'(r:—y)., (18) 
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即 “ 委 ?成 立 , 所 以 (16) 式 成 立 ， 

关于 呈 在 int(domj 力 中 处 处 稠密 的 证 明 略 ， 见 [29]. 上 

定理 3.6 设 fxz) 是 R" 上 的 正常 是 函数 .。D 是 f(x) 可 微 
的 点 集 ， 则 DD 是 int(dom 下 ) 的 稠密 子 集 ， 即 int(domf 六 D=D 
的 测度 是 0, 梯 度 映射 Vf :x% 习 Vf 有 (z) 在 D 上 连续 , 

证 明 设 el,，*',es 是 基本 单位 向 量 , 在 y=e, 时 , 应 用 定理 


5.5, 则 -人 -存在 的 子 集 D,Cint(domj) 的 补 万 ,是 inttdom 


中 的 零 测 度 集 ,而 fl Di = U 万 ， 根 据 定理 3 .3， 站 Di=D， 获 


万 的 测度 为 0 
由 定理 3. 5 -车 在 忆 上 连续 ,1=1,……,%n. 故 n 个 偏 导 数 
在 刀 上 连续 ， 而 Yf(z) 一 (一人 ). 所 以 vj(z) 
在 D 上 连续 .| 
§ 4 一 些 函数 的 次 微分 
1. 证 函数 之 和 的 次 微分 
定理 4.1 设 玫 (x),]:(7z) 是 RK" 上 的 正常 是 函数 , 令 J(z) 
二 J.(z) 十 f(z), 则 
1) Of (zx) DOf (rs) TOf(s), VY. (1) 
2) 如 果 存 在 xYi1EdomfiNdomf;, f(x) 在 x 连续 , 则 当 
zcEdonmn 访 所 dom 六 时 ,有 
of)=oF(zo)+OojCzo)， (2) 
证 明 1) 设 2*= 二 vw 二 22， 其 中 Zr EOf (YL), i=1.2, 则 对 
VYz， 有 
f(z2)=f1(2) + f(z) 
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> 
=f (zx)+ C2—%, rt +r$) 
=f(z)+Cz—2, 2*), 
故 zx*EOjf(z), 从 而 0j1(z)2D6f:(z)+of:(z)。 
2) 只 需 证 明 6f (xo)COf1(zo)+0fs(zo), 为 简单 计 , 不 妨 
设 x。=0,f1(0)=f.(0)=f(0)=0, 


设 z*E6f(9), 即 对 VYz, 有 
f(x)+fs)>Ls, We。 (3) 
将 (3) 式 改写 成 对 yx, 有 
f1(2)—《z,r*)>—f.(+)., (4) 
在 R"+! 中 设 
A={(z,4) | 41>f (2)— (r,s*)}, (5) 
C={(y,»)17<—f,(y)}, (6) 


因为 f(z),fi(z) 是 山 函 数 , 所 以 4,C 是 R"t! 中 的 凸 集 。 
由 (4) 式 ,4NMC= 铝 , 故 4,C 可 以 分 离 , 存在 非 零 向 量 (zy， 
4) 满足 
《YX 和 二 DA SSTAHA， (7) 
(y,»)EC, (v1) EA., 
因为 4 可 以 无 限 增 大 ,由 (7) 式 知 4 之 0。 下面 证 明 心 之 0 
设 其 相反 ,4”=0。 则 (7) 式 变 成 
《Yi>sz ri) rEdomfi,y Edomf,., (8) 
设 y=xi, 因 为 x. Edomfi,f1(z) 在 xi 连 续 , 则 当 e>>0 充分 小 
上 时 ,Xi1+ezEdomf1,z€B,B 是 单位 球 , 在 (8) 式 中 代入 y=%w， 
vw 二 Wiez, 得 
0elzs, tt>,2EB. 
故 z=0, 这 与 (zw ) 是 非 零 向 量 了 矛盾 . 
故 设 "二 1， 根 据 4、C 的 定义 ,由 (7) 式 得 
一 fyY) TY7 失 和 安 帮 (rr) 一 人 24 + (vs), (9) 
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rEdomfi,y Edomf,., 
因为 在 domf1,domf; 之 外 ,了 1, 了 f: 均 是 二 0, 故 对 于 xz,y € RR*,(9) 
式 仍 成 立 ， 设 y=zo=0, 由 (9) 式 , 有 


470 — ToSf (rs), YY, (10) 
于 是 x* 一 23E0f.(0), 设 z 二 wo=0, 由 (9) 式 , 有 
CY x07 Ef(y), YY, (11) 
于 是 xYE0f.(9), 则 


J*=(t*— 4) + rHEOf C0) + 0f.(0), 


6f (0) COf (0) + 0f2(0). 
定理 4.2 设 f(z), fa (xz) 是 R" 上 的 正常 号 函数 , 且 
ri(domf NriCdomf;) 关 名 , 令 (x) 一 jCz) +f(#), 则 


Of (x)=0f.(2)+0f.(x), vx. (12) 
证 明 由 定理 4.1 的 1) 知 ,只 要 证 明 
Of (v)COf (xs) +Ofs(x), Yr, (13) 


即 可 : ， . 
由 第 二 章 定理 5.13 及 习题 45, f*(z*) 可 以 表示 为 
f(x*)=inf{f (rt1) + f(r7) lr*=7r?+ 2}, (14) 
且 对 于 每 一 个 x*,(14) 式 中 的 下 确 界 均 达到 ， 
设 zs*E0f(zx), 由 定理 1.9 的 1) 、4) ,x*EOfF(x) 的 充分 必要 
条 件 是 
Tw) = (rv) f(r) tinf {f(rt) 十 有 (3 和 ) | v= w+ ， 
其 中 对 每 一 个 z*, 由 某 些 zx?,x3 达 到 下 确 界 。 故 0f (x) 由 满足 
ww tv, ts = f(s) f(s) f(rt) + fix?) 
(15) 
的 向 量 好 + 2 组 成 ， 但 由 Fenchel 不 等 式 ,总 有 
Cr, vOEf (FI + f(r), i=1,2. 
而 上 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 x* E06f:(#), 故 由 (15) 式 ,有 
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Of (x)COf (x) +Of(+), vx. 1 
推论 4.2.1 设 C,.C; 是 R" 中 的 是 集 ,riCN\riC, 关 名 ,KK,， 
有 是 CC: 在 z 的 法 线 锥 , 则 ,+KK; 是 CC 在 z 的 法 线 锥 ， 
证 明 留 给 读者 ， 
推论 4.2.2 设 ,,Ks 是 RR" 中 包含 原点 在 内 的 同 锥 , riK， 
NMrik; 去 名 , 则 
(天 :站 天) 一 天 和 十 下 和 (16) 
证 明 易 知 6(x|KNM\Ks)=6(x|K)+6(z|K,), (17) 
而 dom6 (x|K,) 一 太 ,,1 二 1、2， 于 是 
ri (dom6 (zj 大) ) Nri(dom6 (x | KK,)) 志 名 ， 对 (17) 式 应 
用 定理 4.2, 并 注意 到 05(9|K,) = 一 K*, 得 
(KMNK,)*==006(0| KN EK,) 
=06(0|K) +O5(0| EK,)=—K*—K*, 
即 (16) 式 成 立 , 上 
2， 吓 函数 在 线性 变换 中 的 道 象 的 次 微分 
定理 4.3 设 g(y) 是 R" 上 的 正常 山 函 数 ,4 是 ER" 到 RR" 的 
线性 变换 ,f(x) 一 (g 4)(z), 则 


1) Of (x) OA*O(g .A) (Cz), vy. (18) 
2) 如 果 rang4 门 ri(domg) 关 促 , 还 有 
Of (x)== .1*0(gA) (7), YY. (19) 


其 中 4* 是 4 的 伴随 变换 ,rang 4 是 4 的 值 成 . 

证 明 1) 设 z*EA4*0(g4) (zx), 则 存在 一 个 y*E 
0(g 4)(z), 满 足 x*= 二 A*y*， 故 对 yzE R", 有 

了 (z) 一 有 (4z) 过 8(Z) ry*, Azs— Ax> 
=f (x) + zr*,2— x), 

所 以 x*E9f(z),(18) 式 成 并 

2) 由 1) ,只 要 过 当 0f(x)C A*o(g 4)(z) 即 可 . 

因为 rang4 门 ri(dom& ) 隆 名, 则 J(z) 是 正常 的 。 由 第 二 章 定 
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理 5.12 及 习题 14, 有 
f*(w*)=inf {eg*(y*)| A*y* = w*}, (20) 
其 中 下 确 界 对 使 1*(w*) 关 + oo 的 每 一 个 x*, 在 某 一 个 y* 达 到 ， 
设 x*E9f(z), 由 定理 1.9, 有 
f(z) + f(r*)=Ct, wv*), (21) 
故 由 (20) 式 ,存在 y* 满 中 A*y* 一 x*, (4%)+ g*(y*)= 《7， 
A*y*),; 即 
(gA)(s) + g*(y*)=<Ar,y*). (22) 
再 根据 定理 1.9,y*EOg(Ax),z*E€ A*0g(Ax). 所 以 
of (x)CAro(g 4) x). | 
3. 凸 函数 族 逐 点 上 确 界 的 次 微分 
定理 4.4 设 CCR" 是 闭 凸 集 ,1z)=6*Cz1C)， 则 
Of(z)= 一 {TzxlzxECO vr, x*) = f(r)}, (23) 
特别 地 , 0f(9)==C， 
证 明 设 v*EC,《z,z*) 一 f(x), 则 对 Ysz, 有 
f(z)— f(x) 7 — (rT* = — Tr*), 
即 z*EOf (x), 从 而 0f C(x) 了 {x* Ix*EC,Cx, wv*) = f(z)}., 
反之 , 设 sz*E0f(z). 先 证 z*E C。 设 其 相反 ,ws* gC, 则 z*， 
C 可 以 强 分 离 。 由 第 一 章 习 题 76 知 ,存在 向 量 ?, 满足 
sup{p, #17 EC}<P, 2*), (24) 
考虑 到 sup( 及 一 入 ) 宇 snp 一 sup 放 , 则 有 | 
sup{l2—z,%712 EC}>1 (a) f(s)> (sr, ">, 
(25) 
在 (25) 式 中 设 z 一 z+ F, 得 
sup{(p, 2 1%’ EC} Lp, 2*>, (26) 
这 与 (24) 式 矛盾 ,所 以 zx*E C， 
下 证 《4% ,x*> = 二 了 (x)， 由 w*E0f(x), 则 对 Ys, 有 
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f(z2)—Cz, rf (rr) Ls, rt), 
令 :一 9, 得 (t,x*) 之 (zx), 而 x*E CO, 又 有 (x,z*) 志 f(x)， 
所 以 Cr, wz* =f (2) ,RIOf(r)C{r* rt EC, Ls, w= f(r)}. 
综 上 述 ,得 到 
Of(z) = {a*lr*E 0, (s,s*) = f(s))}, 
特别 地 , 令 x=9, 则 对 于 vz*E 0, 有 了 (0) 二 (0,x*》=0, 所 
以 9f(9)=0. | 
推论 4.4.1 设 jxz) 是 五 "上 的 正 齐 次 团 凸 亢 数 , 则 
Of(z)={z*Edomf*|(z,r*>= f(r)}, - :(27) 
证 明 留 给 读者 . 
现在 讨论 一 般 同 函数 族 的 逐 点 上 确 界 的 次 微分 ， 
以 下 设 了 是 指标 集 ,f(z,a) 是 > 的 凸 溺 数 , a€E 了， 
f(r)=sup{f (rz,a)|la€ET}., (28) 
先 证 明 两 个 辅助 定理 
定理 4.5 设 了 是 紧 致 集 , 鸭 数 1(z,a) 在 ro 和 weEz 的 邻 
域内 关于 >” 和 a 连续, 则 函数 了 (ww) 在 zx, 连续 . 
证 明 设 I(x)={la€Ilf(x,a)=f(7z)}, 则 当 a€1(z),a。 
ET(z0) 了 时 ,有 
f(x,a)=f(7)> f(r,a,), (29) 
f(xo0)Efr0) = (ro, a0), (30) 
(29) 一 (30), 得 
fz,o)—f (ro a) (x)— fr) fr, a) —f (zr0, a), 
(31) 
显然 xz。 时 , (31) 式 的 右边 趋 于 9?， 下 面 证 明 左 边 也 趋 于 0， 
设 相反 ,存在 序列 {x ,limzs=wo,arE T(xs)CT, 使 
f(zi,0n)— fro on)|>e>0, 
因为 了 是 紧 致 集 , 可 以 设 a;--->aE7, 故 有 


ko 
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f(x,0)—f wo a) f(x,0)— f(r,,0)=0, 


这 与 假设 矛盾 。 
综 上 述 ,zzo 时 ,(31) 式 左 、 右 两 边 趋 于 0, 所 以 f(z)~ 
fx fxz) 在 zx 连续 ,| 
定理 4.6 设 定 理 4.5 的 条 件 成 立 ,C 是 开 集 , 满足 : 1 (x0)CC 
CCT, 则 存在 xu 的 一 个 邻 域 ,在 这 个 邻 域 的 任何 点 z，7(z)CC， 
证 明 ”假设 对 于 满足 7T(xz)CC 的 某 个 开 集 Cu, 存在 序列 
{2.} ,limw; 一 wo, 并 存在 QE TXT), ax 和 CO， 


由 定义 ， fx) 一 zcan) 在 zx->2o 时 取 极 限 ， 根据 定理 4.5 


得 f(z0)=f (2,, a0) 
即 coE7T(Czo)CC, 则 当 R 充分 大 时 ,av 属于 ao 的 邻 域 C,, 这 与 
Qa Oo 矛盾. | 


定理 4.7 设 1 是 紧 致 集 ,对 于 aET, f(z,a) 是 BR" 上 的 下 也 
数 。 对 于 4E[ 一 6,6],6 守 0, 及 aET,f (zotAp,a) 关 于 4 和 a 
连续 ，f(z) 由 (28) 式 定义 , 则 J(x) 在 x 党 方向 p 的 方向 导数 存 
在 且 

f'(zo:p)=max{f’(x0: p,a)|aET(s)}, (32) 
其 中 f/(x。:p,a) 是 f(x,a) 在 z, 沿 方向 p 的 方向 导数 ， 

证 明 设 
8(4)=f(r0tAp),g(4,a)=f (s+ 4p,0), 
IT(4)=I(r,+24p). 

显然 f(z0:p)=g’(0), f(r0:p,a) =g’(0,a), 
其 中 g'(0)= lim 人 0， 
8g’(0, a)= lim ET -80,0), 
于 是 (32) 式 变 为 
8'(0)=max{g’(0,a) laE 1(0)}. (33) 
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因为 g(4,a) 关 于 a 连续 ,7 是 紧 致 集 , 故 函数 
g(2)=max{g(4,0)|aET} 
在 4E[ 一 6,6] 是 有 限 的 ,g(0) 存 在 且 有 限 ， 在 (31) 式 中 设 x= 
wo 十 A4p,4 之 0, 得 
8(4,0)—8(0,0) ~ 8(4) 8(0) 84,a)— 8(0,00) 
A 一 一 A ， 


A 
(34) 
aEI(4).a, ETI(0)., 
由 的 古 性 ,(34) 式 右边 的 差 商 在 4Y0 时 单调 减 小 , 则 
£8) > g(0,a0), as ET1(0), 
故 有 
g’(0)>sup{g’(0,0) laEI(0)}. (35) 


再 研究 (34) 式 左边 的 不 等 式 ， 由 定理 4.6, 对 于 满足 1(0)- 
T(z,)CC 的 开 集 0, 可 以 找到 >0, 在 04<e 时 1(4) CC 牙 
在 4<e 时 ,由 (3 人 式 有 

A — 74， 一 > 
8E7(0) 么 gl ;= (0) <sup{e a) 80 2| ac| 
(36 
在 全 体 CDI(0) 上 取 (36) 式 右边 的 下 确 界 ， 关 为 gE(4,4) 关 于 a 
连续 ,1(0) 是 紧 致 集 的 闭 子 集 , 则 不 难 证 明 
inf sup {eo aec | 


ci, 
=max {£m a€1(0) }. 
所 以 
ge () Emar {es Ee ae 10)). (37) 
设 和 14>0,a,E1(0) 满 足 
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hE 0) 一 max {S00 jerd0) }. 
(38) 
不 破坏 一 般 性 ,可 以 认为 cxkaoET0)， 
由 第 二 之 定理 3.10, 有 
8 en) 8 (一 ,ah) (Mis01) 8(0,0a) 
全 A 


A 


(6,a;)— (0,0, 
EC 


故 由 g(4,0) 的 连续 性 及 了 的 紧 致 性 , 差 商 
[el(hssai)/g 0, a))/4, 
有 界 ， 可 以 设 1 一 0 时 它 趋 于 一 个 数值 4 
设 4 二 0 固定 , 则 上 充分 大 时 ,14>A4， 由 第 二 章 定 理 3.10 有 
Bes) B00) Esso) ED 0) 
在 R->ce 时 取 极 限 ,得 
E1020) EL0, 00) > (39) 


由 此 , 令 A440 时 得 g'(0,a4) 宇 kK。 利用 (37),(38) 式 得 
g’ (OuSg’(0,00),a, ETI(0). 
再 根据 (35) 式 , 则 
&'(0,4)> 8 0) 之 Supfg (0, a) JaE€1(0)},a, ET(0), 


即 (33) 式 成 立 . | 
定理 4.8 设 I 是 紧 致 集 f(z,a) 在 aEIT 时 是 +z 的 古 函 
数 。 对 于 se 的 一 个 邻 域 及 <cET,1(x,a) 关 于 zx 和 a 连续 , 则 有 


Of (xz 一 cl(co 9f (zo,0)). (40) 
证 明 根据 支撑 销 数 与 闭 凸 集 的 一 一 对 应 ,只 要 证 朋 (40) 式 
两 边 集合 的 支撑 函数 相 锋 有 即 可 ， 
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由 定理 1.7 知 
fr(zo:Da) 一 max{f<pz*>>1zxrEOr(za))， (41) 
利用 定理 4.7 的 (32) 式 及 (41) 式 ,有 


了 (ro 7)=max max 《p,%*> 
aEICr) ZX*EOFCro, oa) 


=max{(p,*) |a* EU Of (x0,0)} 
=sup{(p,2*)|w*E cl(coy. Of (wo, 0)}, 
(42) 


《42) 式 的 最 后 一 步 等 式 是 因为 线性 函数 在 一 个 集合 的 上 确 界 和 在 
这 个 集合 的 凸 包 的 上 确 界 相等 ,线性 函数 在 一 个 集 合 的 上 确 界 和 


在 这 个 集合 的 团 包 的 上 确 界 相等 。 
再 由 定理 1.7, 得 
f(xo:p)=sup{lp, 2*) [et EOF (Cr)}. (43) 
由 (42),(43) 式 知 (40) 式 两 边 集合 的 支撑 函数 相 等 , 故 (40) 式 成 
立 . | 
习 题 


1. 设 f(z) 是 R" 上 的 凸 函数 ,f(xz)、f(y) 有 限 ， 证 明 
f(y:y—r)f (x:y—r). 
2. 设 CCEKE" 是 非 空间 唔 集 ， 证 明 
062*|0)={z1 (s,s) =maxCr, s*)}. 
3. 设 KC 玉 是 非 空 闸 凸 锥 证明 x* E96(z|K) 的 充分 必要 条 件 是 x E 
06(z*| 反 )。 这 个 条 件 也 等 价 于 
rEK,r*ERNH,Cr,r*)=0. 
4。 设 f(z) 是 ”上 的 正常 钙 酒 数 ,x Eint(domf) ,f(x+)>inff(x)， 证 明 
z* 是 C={zlf(z) 志 f(z)} 在 z 的 法 线 向 量 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 4 之 0， 
使 xz*E Zof(x)。 
5. 在 4 题 的 条 件 下 证 明 ,of(x) 是 不 包含 原点 的 非 空 有 界 闲 凸 集 。 
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6. 设 f(x) 是 R" 上 的 正常 凸 函数 ,2 沁 0。 证 明 
oCAF) (Fx) = Adf (Ys), 
7. 证 明定 理 1.4。 
8. 证 明 推 沦 1,5.1, 
9. 证 明定 理 2.1 中 的 (3)。 
10. 设 zx ER, 令 
[zl 一 2(1 一 5) ~3<7<1, 
fo- 人 其 他 。 
求 of(z)， 
“11. 证 明 推论 3.2.1， 
12. 设 f(z) 是 开 区 间 1 和 R 上 可 微 的 实 值 函数 ， 证 明 f(z) 是 凸 图 数 的 
充分 必要 条 件 是 了 (zx) 在 7 中 不 减少 ， 
13， 设 西 函数 f(x) 在 + 有 了 唯一 次 梯度 x*, 令 
g(Y)=f(rty) -fr)— z+, yy, 
证 明 古 函数 g 在 原点 有 了 唯一 次 梯度 6。 
14， 证明 推论 4.2.1, 
15. 证 明 推 论 4.4.1. 
16. 设 f(z) 是 已" 上 的 凸 函 数 ,C={zlfz) 委 路, 且 存 在 一 点 ziEC， 
f(x,)<0， 如 果 f(zx,)==0, 证 明 
[cone(C 一 ro)]*# 一 一 coneOf(Cxo)。 
17. 设 CCR" 是 非 空 止 集 ,f(z) 是 R" 上 的 实 值 郧 数 , 且 dom 了 =C。 如 
果 对 每 一 个 XEintC, 存 在 yE of(z) 满 足 : 
f(x)2f(2)+ ly, TT YIEC, 
证 明 f(z) 是 凸 函 数 ， 
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第 四 章 ” 极 值 问题 的 最 优 性 条 件 
极 值 问题 是 最 优化 理论 的 核心 ， 这 一 章 将 在 凸 性 和 一 般 的 情 
形 下 讨论 鹤 值 问题 的 最 优 性 条 件 、 
$ 1 线性 规划 


求 线性 函数 在 由 线性 ( 仿 射 ) 不 等 式 组 定义 的 凸 集 上 的 极 值 问 
题 称 为 线性 规划 (LP), 妈 
inf Cx, wx*), ER", (1) 


(LP) 
.tt, 48) aS0,i=1,.*., Mm, (2) 
或 
inf{‘%», 2%) (sr a0,i=1,..,m}, (3) 


如 果 至 少 存在 一 点 满足 (2> 式 , 则 称 不 等 式 组 (2) 相 容 。 设 
D- {rr rt aS0,i=1,.',m}, 
称 D 是 可 行 区域 ，《<x ,Xx5) 称 为 目标 国 数 ， 
定理 1.1 在 (LP) 中 , 提 这 淫 数 的 下 确 界 达 到 且 有 限 ， 或 者 
等 于 一 ce ， 
证 明 根据 第 一 章 定 理 9.18 中 的 (47) 式 ,不 等 式 组 (2) 的 解 
可 以 写成 


r=, py 十 了 220 (4) 
de! jE€EL1? 
了 9,=1,9;>0,4,>0, (5) 


其 中 UI?={1,'，',Mm}， 故 对 于 YXYE D, 有 
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《2， 2 一 >， DY ys ZH + YAY,, 76). (6) 
iEI* jEf? 


于 是 (LP) 归 结 为 (6) 式 右边 式 子 在 y,;， 4; 满足 约束 (5) 式 的 极 小 
化 ， 
如 果 对 于 某 个 jE 1°,《x;,x> 之 0， 令 相应 的 2; 一 -2， 则 
(6) 式 的 右边 趋 于 一 cc， 
如 果 对 于 YJE7ZT zi x ) 宇 0。 因 为 求 下 确 界 ,可 以 令 1 = 
0,jE€1"。 故 
min{Cx, x*)|xED} 
=min| 二 DY 0) {Ev =1, ”> 0 
=minCy,, #5, (7) 
所 以 最 小 值 将 在 满足 
Cytd) =minCy 2 人 (8) 
的 y,, 处 达到 有限 .1 
从 第 一 章 定理 9.18 及 (4),(5) 式 知 , 妃 二 肛 , 二 不 。， 其 中 江 ， 
是 多 面体 ,Ko 是 多 面 锥 ,而 Y; 是 L5 的 极点 ， 
定理 1.2 线性 规划 问题 (LP) 的 解 集 可 以 表示 成 
二 Dviy;t D7,, (9) 


jE JE 无 
,一 1 0 0， (10) 
je 二 
其 中 
Ti={jEI ly;, 2 =minCy, «3>}, 
To={jET" Ns,, 728>=0}. 
证 明 ”容易 验证 ,表示 成 (9) 式 的 x 一定 满 足 


wv wt) =minky, ,70>. 
YETY 
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由 (8) 式 “zzi> 在 这 样 的 > 达到 下 确 界 , 故 > 是 (LP) 的 解 . 

和 如果 z 不 能 表示 成 (9) 式 的 形式 , 则 由 (6) 式 知 . 

《23578727 人 miney gt， (11) 

即 x 不 是 (LP) 的 解 . 4 

推论 1.2.1 设 九 有 界 , 则 刀 是 多 面体 ,目标 函数 的 极 小 值 在 
的 极点 的 子 集 上 达到 ， 且 任何 极 小 值 点 均 可 表示 成 这 些 极点 的 
凸 组 合 . 

证 明 留 给 读者 ， 

定理 1.3 设 z 是 (LP) 的 极 小 值 点 , 则 存在 4 之 0，i =1， 
… 到， 满足 


xz (12) 


AZ tt? 0) =0,i=1,.. 名， (13) 
反之 ,如 果 (12),(13) 式 满足 , 则 zo,E D 是 (LP) 的 极 小 值 点 ， 
证 明 设 z, 是 极 小 值 点 ， 研 究 凸 锥 ， 
K(x0) 一 {Fz|vo ;AFED,4 充 分 小 ,4>0}， (14) 
设 1= 人 《roy277 一 Gi 二 0,1=1,'…',m}， 如 果 于 EKp(xo)， 则 
在 4 二 0 充分 小 了 时 ,下 面 的 不 等 式 成 立 ,对 iE I。，， 有 
Cro t AT ra (ror a tAT, rr* SO, (15) 
容易 看 出 ，(15) 式 成 立 的 等 价 条 件 是 ， 
TAS0, ET 
于 是 
Kop(r0)== {i| CF, — rt)20,1€ Lo} (16) 
因为 zo 是 极 小 值 点 ,而 EKob(xo) 时 ， 只 要 人 充分 小 ， 有 wo 十 
AFED, 政 
AZoT AT, 0), TE, 


即 
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CEEo(ro)， 
换言之 ,? 了 EE$(zo)， 根 据 第 一 章 定 理 9,14 及 (16) ,x 可 以 表示 
成 

“i= ht, 40 i 


如 果 在 i 了 时 , 设 4=0， 于 是 (12),(13) 两 式 成 立 . 
反之 , 设 ze 也 满足 (12),(13) 式 , 则 对 yz ED, 有 


《7， 1 > 之 《10， X86> 十 》 ， Mi 0 > 一 0i) 
i=1 


s,s vt) ha, 
一 一 Mia;, (17) 
同时 ,由 (13) 式 ,有 


《Yo td) = LP, TH> + > A Cro dy > 一 Ci 
i=1 


一 一 》， ;Ci。 (18) 


从 (17),(18) 式 知 , 对 VXE DD,《z ,28) 之 《Yo，252, 所 以 ze 是 极 小 
值 点 .| 
2. 对 偶 问 题 


设 yh nn) PY) = hei, 
i=1 


De 一 2_ Art =0,40,i=1,."', 中 


i=1 
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定义 1.1 求 p(y*) 在 Dx 上 的 极 大 值 问 题 称 为 (LP) 的 对 货 
问题 ， 用 (DLP ) 表 示 . 

定理 1.4 如 果 wxED,y*EDx, 则 《x,28) 宇 p(y*)， 

证 明 留 给 读者 ， 

定理 1.5 如 果 (LP) 的 目标 函数 的 下 确 界 等 于 一 c2， 则 
(DLP) 的 约束 不 相 容 , 即 刀 * 一 他， 

证 明 留 给 读者 ， 

定理 1.6 如 果 (LP) 有 解 xzo, 则 (DLP) 有 解 y$， 且 《x。,*$> 
=p(y$). 

证 明 如 果 取 定理 1.3 中 的 4; 作为 yi 的 各 个 分 量 ， i=1， 
…,m。 则 由 定理 1.4 和 (18) 式 ,得 

PIF)=Lro sp YI*), y*E Dx, (19) 

则 y$ 是 (DLP) 的 解 , 自 《x0,2z6) 二 p(y$). | 

定理 1.7 如 果 xED,y*E Dx。 则 7 是 线性 规划 问题 的 
解 , y * 是 其 对 偶 问 题 的 解 的 等 价 条 件 是 


4i《V 0 > 一 Qi 一 0 一 1 已 ) (20) 
其 中 y*==(4,,…… ,4,)， 
证 明 留 给 读者 ， 
3， 线性 不 等 式 组 
先 讨论 齐 次 线性 不 等 式 组 ， 
(v7) SE0, i=1, ,Mm, (21) 


设 五 ;是 (21) 式 中 第 ;个 不 等 式 定 义 的 闲 半 空间 。 显 然 ,int KK, 由 
满足 《x ,xyz><0 的 2 组 成 ,Lin 下 ;= 五 "， 
定理 1.8 不 等 式 组 ， 


《s,m <0,i=1,...,m, (22) 
有 解 的 等 价 条 件 是 不 存在 不 全 为 0 的 4 之 0 一 1， "mm, 满足 
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r=0. (23) 


证 明 ”利用 第 一 替 定 理 8.14 研究 前 面 所 定义 的 ;的 不 可 分 
离 性 ， 
因为 Lin K,= R", 故 那里 的 条 件 2 ) 自然 满足 ,所 以 这 些 凸 锥 
不 可 分 离 的 等 价 条 件 是 riKi 站 … 站 riK% 关 名 ,而 这 等 价 于 (22) 有 
解 ， 
因为 K*={ 一 4.x?|4, 之 0} ,根据 第 一 章 屿 欠 不 可 分 离 的 定义 
8.4, 知 (22) 有 解 的 等 价 条 件 是 (23 ) 式 不 能 成 立 , 重 
CT, D< 0 一 1 (24) 
《YXy><<0， 


相 容 的 等 价 条 件 是 不 存在 4 关 0,1=1,，… ，;m, 玄 足 


T*+ >》 MiZr 一 9。 (25) 


证 明 (24) 式 不 相 容 的 等 价 条 件 是 x 是 不 等 式 组 (21) 的 解 
时 ,<w,w*) 之 0, 即 z*E€ K*, 其 中 下 是 由 (21) 式 定义 的 是 锥 ， 但 由 
第 一 章 定理 9.14, 有 


了 + 一 一 40920115 人 (26) 
i=l | 


即 (25) 式 成 立 . 故 (24) 式 相 容 的 等 价 条 件 是 (25) 式 不 成 立 ,| 
推论 1.9.1 不 等 式 组 (21) 具 有 了 唯一 解 X = 0 的 充分 必要 条 
件 是 对 于 yx*E R", 存 在 44 之 0, 使 (25) 式 成 立 ， 
证 明 留 给 读者 ， 
下 面 讨 论 非 齐 次 不 等 式 组 ， 
《0 一 QiS0 一 1 ,mm. (27) 


容易 看 出 ，(27) 的 解 的 存在 性 归结 为 不 等 式 组 
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Cj) Tar (28) 
—*"<0. 
的 解 的 存在 性 的 研究 ,其 中 (x,x')E "+! 是 求知 向量 、 
定理 1.10 不 等 式 组 ， 
《0 一 Ci<0 一 1 。 


有 和 解 的 等 价 条 件 是 不 存在 不 金 为 0 的 4. 汪 0, 满足 


t=0, 并 ho<0， (29) 


证 胃 留 给 读者 ， 
定理 1.11 不 等 式 组 (27) 相 容 的 等 价 条 件 是 不 存在 4, 之 0， 
?一 1， 名 ,满足 


Avr=0, Dha=—1. (30) 
ie i=i 


证 明 留 给 读者 ， 

定理 1.12 设 瑟 是 (21) 式 定义 的 凸 锥 ， 则 (27) 的 解 有 界 的 
等 价 条 件 是 玉 =19}. 

证 明 设 >oE 天 ,ro 天 9， 7 满足 (27) 式 , 则 对 Vp 之 t, 4 二 px。 
也 满足 (27) 式 ， 故 (27) 的 解 无 界 ， 

反之 , 设 74， 是 (27) 的 解 j=1,2,0%°, |r [+ 则 从 
{zx,} 中 选取 收敛 序列 yyo| 二 1, 得 

Cy 0 TS "Mm。 
令 j co， 得 
《yo xys0 一 1 。 

故 yuEK, 且 yz0. 

推论 1.12.1 《27) 的 解 集 有 界 的 充分 必要 条 件 是 对 于 
yr*€ RR", 存 在 满足 (25) 式 的 40,0=1,:**,m, 


* 213。 


证 明 贸 给 读者 . 
羡 译 1.13 设 (27) 式 不 相 容 , 则 存在 它 的 一 个 子 不 等 式 组 ， 
rr a OET TC{,2,..,m}, 
是 不 相 容 。 其 中 指 你 集 了 的 元 毒 个 数 不 超过 郊 +1。 
证 明 设 (27) 式 不 相 容 , 则 由 定理 1.11, 存 在 2 之 0, 满 足 


Ar*=0, ph hiCi 一 一 1 。 (31) 
Awml 1 

设 
J={i4>0,i=1,...,m)}, (32) 


如 果 7 的 元 素 的 个 教 大 于 7 二 1, 则 向 量 (z?,a.)E Rn+l 线性 
相关 , 故 存在 不 全 为 0 的 数 ”满足 
vst=0, Ya =0， (33) 


i€EJ 2 


设 
-ni fl ws 中 
则 T= 一 eov: 非 负 ， (31) (33) 式 得 
一 (34) 


iEJ 

由 *, 的 选择 ,至少 有 一 个 ,=0,iE J， 故 (34) 式 中 至 少 有 一 项 为 
0 .于 是 从 中 除去 为 0 的 项 并 重复 上 述 过 程 ， 则 在 有 限 次 内 (34) 
式 的 非 零 项 将 不 多 于 mn +1， 到 非 零 的 4; 的 指标 ; 作成 指标 集 了 ， 
根据 定理 1.11 知 , 7 所 对 应 的 子 不 等 式 组 不 相 容 ， | 

定理 1.13 实际 说 明 ,(27) 式 相 容 的 等 价 条 件 是 它 的 任意 ?十 
1 个 不 等 式 构成 的 子 不 等 式 组 相 容 ， 

最 后 ， 证 明 在 最 优 性 条 件 中 广泛 应 用 的 两 个 定理 ， 

定理 1.14 (Farkas 定 理 ) 设 4 是 m x ?矩阵 ，c 是 % 维 向 
量 ， 则 下 面 两 个 结论 恰 有 一 个 成 立 ， 
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1) 存在 YE 尺 ", 满 足 4z 和 0, cz>>>0。 (35) 

2) 存在 yE RR", 满 足 y 之 9, A*y =c. (36) 

证 明 设 2) 成 立 , 即 存在 YE R", 使 y 宇 9，A*y 二 ec， 如 果 
ER" 使 4r<90, 则 4c,x>=《y,Az) 三 0, 故 1 ) 不 成 立 。 

设 2 ) 不 成 立 . 令 8,={c},S,={r1x=A4*y,y 之 9}, 则 S, 是 
闲 凸 集 , S. 门 5,-= 吕 。 由 第 一 章 定理 5.8, 5S,、S, 可 以 强 分 离 。 故 
由 第 一 章 定理 5.6, 存 在 向 量 pE R" 和 实数 a ， 满 足 ， 

Cp, >0,0F2sp 《Pp,2>. 


因为 GE 5,, 故 a 0, 而 ac>4D4d*y> 一 《4D，y>，y 之 09， 但 y 的 
分 量 可 以 任意 大 ,所 以 4p 和 9。 最 后 有 
《cpD7>>0,4D 生 0， (37) 

即 1) 成 立 ， 

Farkas 定理 也 可 叙述 为 设 A 是 mx nn 和 奸 阵 ，c ER"， 则 系 
统 4z 近 0,c,z>>0 有 解 的 等 价 条 件 是 系统 4*y =c,y 之 9 无 解 。 

定理 1.14 的 几何 解释 是 , 设 ac，……,an 是 4 的 mm 个 7 维 列 
向 量 . 如 果 c 在 由 a1,.…,awn 生 成 的 同 锥 之 中 , 则 闭 廿 锥 {xr| 4xz 委 4} 
与 开 半 空间 {x|《c,x) 沁 0} 的 交 是 空 集 ， 反 之 亦 然 ， 如 图 1. 


1) 成 立 2) 成 立 
图 1 Farkas 定理 的 几何 解释 


推论 1.14.1 设 4 是 mx? 上 矩阵, cE 8", 则 下 面 两 个 结论 恰 
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有 一 个 成 立 ， 


1) 存 在 xE B*, 满 足 4x 志 4,《e、4) 沁 0,x% 之 0, (38) 
2) 存 在 YE R”, 满 足 y 守 4,A"y 之 6. | (39) 


证 明 设 太 一 (4 一 7)) 其 中 1 为 单位 矩阵 ， 如 果 了 成 立 ， 
则 存在 x& EE", 满 足 


Br=( _ 3) ( ” )<0,0.0)>0, (40) 


有 反之, 如果 x ER" 满足 Bzx 夺 94,《<c、x》>>0, 则 必 有 
Ar:<b, X20, Cc .72>0, 

所 以 1) 与 定理 1.14 的 1) 等 价 ， 

设 w 二 (y,4),yYE R",zE R"， 如 果 2) 成 并 , 令 4*y 一 c =z， 
则 之 2，、 且 . 

Bw=(A”,—1)w=Ay—z=¢,w>0, (41) 

反之 ,如 果 w5 R"*" 满 足 B*w 一 c,w 之 9, 则 y 为 2) 的 解 ， 所 以 2) 
与 定理 1.14 的 2) 等 价 , 故 推论 的 结论 成 立 . | 

推论 1.14.2 设 4 是 mxn 矩阵 ,8 是 1xn 和 矩阵 ,cE€ BR", 则 
下 面 两 个 结论 恰 有 一 个 成 立 ， 

1) 存 在 XE RR", 满足 Ax 亿 0,Brx 一 9,(c,4»>0, (42) 

2) 存 在 YE RB”,z 忆 ER'. 满 是 4*y + B's=6c,y 之 0. (43) 

证 明 用 (4”",B", 一 8") 代替 定理 1.14 中 的 4”, 与 推论 
1.14.1 的 证 明 方 法 类 似 . | 

定理 1.15 (Gordan 定理 ) 设 4 是 m x71 矩阵, 则 下 面 两 个 
结论 恰 有 一 个 成 立 ， 

1) 存 在 yz 所 五 " ,满足 4zr<0. (44) 

2) 存 在 非 零 的 YE RR", 满足 4*"y=9,y 之 0. (45) 

证 明 这 是 定理 1.8 的 变形 , | 
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§ 2 约束 极 值 问题 
本 节 研 究 形式 为 
minf (x) (1) 
st YE 
的 极 值 问题 ,其 中 (zx) 是 8" 上 的 实 值 函 数 ，SCR"， 在 很 多 情 
形 下 ,1(x) 是 非 线 性 隧 数 ,S 由 一 组 非 线 性 等 式 和 不 等 式 组 确定 ， 
所 以 也 称 为 非 线性 规划 问题 (NLP). 显然 ,， 线性 规划 问题 是 
(NLP) 的 特殊 情形 . 
定义 2.1 设 f(z) 是 SC ER" 上 的 实 值 函 数 . 如 果 存 在 一 个 
6>0, 对 于 vzE {zw 一 wo| < 站 5 ,不 等 式 
f(xo) EFL) (2) 
成 立 , 则 称 zo。 是 fx) 的 局 部 极 小 值 点 , 1 (xo) 是 了 (z) 的 局 部 极 
小 值 ， 如 果 对 于 YzES, 均 有 
J (xo) EH), (3) 
则 称 x6o 是 fxz) 的 全 局 极 小 值 点 ,1 (zo) 是 f(#) 的 全 局 极 小 值 . 
如 果 (2),(3) 中 的 不 等 导 是 严格 的 , 则 称 z。 是 严格 局 部 (全 局 ) 极 
小 值 点 . 
1， 无 约束 的 情形 
这 是 5= R" 的 情形 ， 设 domf = D， 
定理 2.1 设 f(x) 是 BR" 上 的 实 值 孙 数 ,在 x"ED 可 微 ， 如 
果 存 在 y ER", 满 足 (Vf(z"),y><0, 则 存在 6 之 0, 对 于 Y4E (0， 
6), 有 f(x"+4y)<f(r"). 
证 明 根据 f(x) 在 x 的 可 微 性 ,有 
f(s +Ay)=f(2") rvVf (sr), Ay> +o(lAy|), 
即 
LA yf), y+ iol lay)). (4) 
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因为 (yj(z"),y) 一 0, 所 以 存在 80, 当 1E (0,6) 时 ， 
Cvf (2), +o Az)) 0. 


由 (4) 知 ,f(z*+Ay)<T0z 

于 曾 定 理 中 的 y 称 为 1(z) 在 x" 的 一 个 下 降 方向 

推论 2.1.1 设 /(z) 是 "上 的 实 值 阴 数 ,在 x* 可 微 ， 如 时 
z" 是 (x) 的 局 部 极 小 值 点 . 则 VJ (x) =6. 

证 明 设 Vf(z") 汉 0,y= 二 一 Vf (x ), 则 人 f(z"), 9 二 一 |v 
f(x*)|? 之 0， 由 定理 2.1, 存 在 6>0, 在 4E(0,6) 时 , J (x* 二 Ay) 
<<f (zx*)， 这 与 4* 是 局 部 极 小 值 点 耶 盾 , 故 vVf(x*)=9. | 

上 面 所 述 的 (+ 达到 局 部 极 小 的 必 变 条 件 使 用 了 梯度 向 


量 . 称 为 一 阶 条 件 ， 下 面 的 定理 利用 Hesse 矩阵 来 叙述 ,也 称 为 二 
阶 条 件 . 


定理 2.2 设 /(x) 是 R" 上 的 实 值 函 数 ,在 x "二 阶 连 续 可 
微 ， 如 朵 x) 在 v* 取 得 局 部 极 小 秆 , 则 


1) vf(z”)=0, : (5) 
2) f(x”) 半 正 定 , 即 对 VsE R", 有 
《2 (27)3 0， (6) 


证 明 设 f(x) 在 z* 取 得 局 部 级 小 值 ， 由 定义 2.1, 对 于 Vx 
E {xi{rz DD, 均 亲 Jw) 二 f(r"). 对 这 些 %, 令 42 一 wv” 十 
Xy,A 蕊 R,yEB, 其 中 是 单位 球 ， 故 当 |4| 充 分 小 时 ,f(z*+ 
Ay)f (2). 
设 y 固 定 , 令 了 CG) 一 f(s*+Ay)， 则 在 141<6 时 
F(A)2=F(0). (7) 
由 中 值 定理 , (4) 一 FC(0) + 了 '(p4)4,0<p<1, . 
如 果 严 "(0) 信 0, 则 由 f(z) 连续 可 微 的 假设 , 对 于 满足 0<po 
< 的 6 及 141<6, 有 太 (p2) 信 0， 改 存在 一 个 1<0, 141<6, 使 
记 (0) 渤 (4)、 这 与 (7) 式 针 盾 .相似 可 以 证 明 玉 (0) <0 也 是 不 可 
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能 的 所 以 了 (0)=《y,Vf(x")> 一 0。 由 y 在 8 中 的 任意 性 知 Vf 
(7 )=0,(5) 式 成 立 ， 
由 Taylor 定理 ,有 


P(A)=POOTE (NATP"(pAA,0CLpL1. (8) 


如 果 记 "(0) <<0, 则 由 二 阶 连续 可 微 的 条 件 , 存 在 2 >0, 当 0 之 p 过 
1 及 |4|<ze/ 时 ,了 "(p4)<<0, 而 (0) 二 0， 故 了 了 (4)<<F(0), 与 
(7) 式 了 矛盾 ， 所 以 ， 有 
F"(0)=(y, f(r")y)20. 
因为 VzE R" 均 可 表 为 2 二 ky,kER,yEB,B 是 单位 球 , 故 对 一 切 
zE€ R",《z,f"(z*)z) 之 0, 帮 (6) 式 成 立 . 上 
定理 2.3 设 1(x) 是 羽 " 上 的 实 值 函 数 , 在 x” 二 阶 连续 可 
微 ， 如 果 Vf (zx*)=90, 且 对 于 vz E {rz||zx* 一 zx|<<6} 及 Yz ER", 有 
<z,f "(zr)s>0, (9) 


则 f(x) 在 xz” 达到 局 部 极 小 值 ， 

证 明 设 * 不 是 局 部 极 小 值 点, 则 存在 一 个 如 E ftzllz 一 z| 
<<5} ,使 /xz > 帮 0)， 

令 w=2 +4y， 其 中 YE 下 是 单位 球 ,4>>0， 则 由 Taylor 
定理 ,有 


fw) =f er) talys vf )) ty (ze + Apy)Y,, 
0<p<1. 由 Vj (2*)=9, 攻 有 
Cy ,f(r +ApY) YY, (10) 


因为 "二 4pyE {zx||z* 一 x| 之 }, 这 与 (9) 式 矛 盾 ， 所 以 w 是 
f(x) 的 局 部 极 小 值 点 . 

用 与 定理 2.3 相似 的 办 法 可 以 还 明 下 面 的 结果 . 

定理 2.4 设 f(x) 是 RR* 上 鸣 实 值 沙 数 , xz” EintD,f 了 (zx) 在 
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2* 二 阶 连续 可 徽 ， 如果 Vf(zx) 一 0, 且 对 于 zx* 的 一 个 邻 域 中 的 v 
ZY 天 4”* 和 任意 非 零 的 zc ER", 有 
gz,f "(x)a) 0, (11) 

则 zx* 是 jz) 的 严格 局 部 极 小 值 点 . 

例 1 设 1(z) 一 xz”,we 如 ,p 是正 整数 ，f (x)=2px*?!， 
f 帮 (0)=0。 故 在 上 ==0 满足 一 阶 必要 条 件 ， 

f(r)=2p(2p ~ 1) ww? 2, 

1) P=] 时 ,了 (0) 二 2， 故 x =0 是 严格 极 小 值 点 . 

2) p.>1 了 时,”(0)= 二 0， 但 容易 检验 ,在 2 ==0 处 定理 2.3, 定 
理 2.4 中 的 条 件 (9) (1) 都 满足 , 故 z=0 是 局 部 严格 极 小 位 
车 ， 实 际 上 它 是 金 局 严 馈 极 小 值 点 ,如 图 2， 


图 2 在 原点 邻 域 中 的 函数 jz) 一 2 


2.， 不等式 和 等 式 约束 的 情形 
研究 
min f(r) (12) 
(NLP) st gi:(X)E0, i=1,'"',m, (13 
hv) 一 0， 一 1 2 (14) 
其 中 f(r),g:(%),h,(w) 是 在 BR" 的 开 子 集 5S 中 可 徽 的 实 秆 工效 . 
如 果 不 存 在 (14) 式 形 式 的 约束 , 称 为 具 存 不 等 式 约束 也 六 线性 上 向 
划 问 题 CNLP;) ,而 把 存在 (13)、(14) 玖 和 形式 约束 的 问题 称 为 如 
有 不 等 式 和 等 式 约 束 的 非 线 性 规划 三 题 :NLP:). 用 并 表示 满足 
约束 的 集合 , 称 为 可 行 集 ,*E 拉 称 为 可 行 战 。 
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定义 2.2 如果 在 (NLP 的 可 行 点 xx，(13) 式 的 第 i 个 约 
束 活 族人)=0, 则 称 该 本 等 式 约 束 是 关于 可 行 点 * 的 起 作用 约 
束 , 或 紧 约 束 。 否 则 , 称 为 不 起 作用 约束 ,或 松 约束 . 

用 FTz)=fTilgi(z)= 中 表示 在 z 的 紧 约 束 的 指标 集 . 

定义 2.3 称 集 合 D(x)=={y iy 了 90, w+AyERR, YETI, VY 
E10,0)} 是 可 行 集 X 在 + 的 可 行 方 向 锥 ,yE D(z) 称 为 在 x 的 一 
个 可 行 方 向 . 

定理 2.5 在 (NLP; 中 ,如 果 yE D(z),kEI(z), 则 

Cy,Ver(w) 0. (15) 

证 明 由 g(x) 的 可 微 性 , 知 

E(w+tAY)=gA(L) + ACY VE wt) > t+o( lAy1),4>0., 
如 果 “y,VeaC 人 2) > 之 0, 则 当 充分 小 时 ,人 <y. Ven(z)》>+o(|Ay1) 
0. 但 gixw*)==0, 故 对 充分 小 的 4,g.(% 十 4y) 汪 0， 这 与 y 是 可 
行 方 问 的 条 件 矛 盾 ， 故 (15) 式 成 立 . | 

相似 可 以 证 明 , 如 果 y E D(x), 则 <y,Vh;(x)》=0,j 二 1,*……， 
卫 ， 故 有 下 面 的 定义 。 

定义 2.4 在 (NLP) 中 , 设 xE 工 . 称 

E(x)={yiCy,Vg(r) <0, 
i€ET(r), Cy ,Vhs(r)) =0,7=1,...,p} 
是 人 在 t 的 线性 化 锥 . 
用 五 (2) 二 {y|《y ,VJ(z)><0} 表 示 f (x) 在 + 的 下 降 方 向 所 组 


成 入 罕 合 ， | 
定理 2.6 设 x,EX, 则 五 (z0) 们 F(x0) 一 名 的 充分 必要 条件 
起 入 {E24 这 0,1 二 1,* 时 172 Ai 一 1 5 ;2 ,满足 


VCz)+ > AvVe(ro) + 2 HiVhs (zo) =0, (16) 


sal 


»* 226 。 


Mapgi(zZo) 071 ,Mm. (17) 
证 明 因为 如 (x0) 关 名。 故 刀 (x6) 门 了 (wo) 二 人 3 的 充分 必要 
条 件 基 对 于 满足 


CY VET) E00 LE TH), (18) 
. CY Vhs (Ko) =0,7=1,."*,p (19) 
的 每 一 个 y , 一 定 有 . 
Cy ,Vf (7 之 0。 (20) 
(19) 式 可 以 写成 
Cy ,Vh,;(xo)) >0, (21) 
Cy, VA (2)) 0 (22) 
(18) 式 可 以 写成 
Cy ,~ Ver) 0,i1E I(r). (23) 


根据 定理 1.14(Farkas 定理 ) 的 等 价 形式 ， 对 于 满足 (?1)- 
(23) 式 的 y,(20) 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 4, 之 0,iE IT(x,)， 
Hi 之 0,4 之 0,7 二 1,，… ,jp; 使 | 


Vis)=— DT Agede + Du) 
. (24) 
如 果 当 ;iT 时 ， 设 1 一 0 二 同一 咎 , 则 由 (24) 知 (#0) 站 
眉 (zo) 一人 的 充分 必要 条 件 是 (16), (17) 式 成 立 . 上 
从 定理 2.6 知道 , 如 果 在 (NLP) 的 局 部 极 小 点 x* 能 保证 
也 (x*)N P(r") = 名 ,(16),(17) 式 就 可 能 成 为 最 优 性 必要 条 件 . 
虽然 对 于 大 多 数 (NLP) 这 个 结论 是 成 立 的 ,但 仍 有 例外 的 情形 , 
例 2 研究 8? 中 的 (NLP)， 
minf (2)=C—6& 
st g(t)=—(1—8) + 6,<0, 
gi(7)= ~—éR0, 
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Bi(X) 一 一 上 0,4 一 (2)。 
wo 二 (1,0) 是 可 行 点 ,容易 验证 
E(x)={(y1,y2)1y,=0}, 
F(x)={(Y1,Y7)1y :>0}. 
故 思 (4o) 站 (zx6) 关 人 ,不 存在 X41，42,4s 满 足 (16)、(17)， 但 2。 是 
局 部 极 小 值 点 ， 见 图 3， 
如 


91(7) =0 


图 3 最 优点 没有 相应 惨 子 的 例子 


鉴于 存在 上 述 的 例外 情形 ,为 了 得 到 类 似 的 一 阶 必要 条 件 , 只 
有 考虑 目标 国 数 的 梯度 引入 一 个 匀 子 iu, 而 使 (16) 变 为 


MoVf (zo) 十 > MiVEgI(Czo) 十 


$= 


uvh(z0) =0. (16)’ 
了 站 


我 们 这 样 做 自然 是 受到 数学 分 析 中 条 件 极 值 的 Lagrange 乘 子 靶 
的 启发 ， 
仍然 从 几何 角度 开始 ， 
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定理 2.7 设 z* 是 (NLP) 的 局 部 极 小 值 点 ， 则 D(x*) 站 
F(z*)=. 

证 明 设 存 在 YE D(z*) 站 F(z*)， 根 据 定理 2.1, 存 在 6.> 
0, 使 


f(s* -2y)< fo YAE (O06). (25) 
由 D(x*) 的 定义 ,存在 6,>>0, 使 
T*+AyYERX, YAE(O0,6,). (26) 


这 与 x* 是 局 部 极 小 值 点 的 条 件 政 盾 , 故 D(x*) 败 F(z*)=2. 
定理 2.7 说 明了 这 样 一 个 事实 ;局 部 极 小 值 点 的 一 个 必要 条 
件 是 每 个 下 降 方向 都 不 是 可 行 方向 ， 见 图 4 


~ f(z7) : 
1 一 村 
\ \ AN 
、\ 
\ ~、 
N 、 ~~~ 
~ 
Na ~ 一 f(z) 的 
5 等 值 线 
\ rm 
、\ 
图 4 D(z*) 丫 F(z*) 二 名 的 几何 形象 
为 了 狗 述 的 简洁 ,下 而 仅 讨 论 (NLP,), 即 
minf (x) (27) 
(NLP,) st gx)E0,i=1, ,mm (28) 
XEN., 
其 中 & 必 是 非 室 开 集 ,这 时 可 行 集 为 
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X={r|rES, g(r SO,i=1,.* ,mm}, 
设 G(xz)= {yl‘y,Ve, +) 0,iE T(r)), 
定理 2.8 设 xz* 是 (NLP,) 的 局 部 极 小 值 点 , 则 G(x”) 站 
有 Cr 一 他. 
证 明 设 yEcrrx*;， 因为 8 是 开 集 , 故 存 在 6,>>0. 伟 


ve AyES,AE (0,G)., (29) 
如 果 i T(x*),gi(2*) < 0 则 存在 6:>0. 使 
g(r i Ay)<O AE 06) ig Lr*), (30) 


最 后 由 y EG (zx*), 歼 对 viE T(z*),，《y，Vgi(r*))<<0。 由 定理 
2.1 ,站 在 4 二 0, 使 
Ea tAy) ger 一 0，E(0,6)2ETCIY)。 
(31) 
取 6=min(61, 6:. 6,), 故 对 4E (0, 8) 时, 由 (29)-(31) 式 知 
vAyET. 所 以 YED(r*),G(lr*)CD(z*) .但 由 定理 2.7,w* 
是 (NLP,) 的 局 演 极 小 值 虎 时 , D(z*)UF(s*)= 名 。 所 以 G(x”) 
门 已 (zt = 人 
例 3 研究 ER? 中 的 (NLP))， 
min(é,— 3)+ (£,—2)’ 
st £7 +r E235, 
ES 
一 所 < 委 0， 
<0, t=(é£,.6;), 
在 此 , 令 gi(%) 一 5 -6 一 5,，@2(2)=61 +563, g(t)=—é, 
gL)=—é28 = R’, 


考 讶 点 =( 卫 也 ) .这 时 1(z) 一 {2}, 且 


VF) (一 时, 一世 ),Vea(#)=(1;1), 


图 5 中 的 G(5), 了 (TF) 已 将 顶点 平移 双 于 ,因为 G(3) 人 了 FP(F) 关 3， 


改 亏 = (号 ， 呈 不 是 上 述 问题 的 局 部 极 小 值 点 ， 


-再 考 屿 好 = (2,1) ,这 时 了 ( 史 ) 一 {1,2}, 且 
Vf(E)=(—2,—2),Vg81(2)=(4,2),Vg:(F)= 
(1,1). 
图 内 吉明 GC()N T(E) = 他、 但 定理 2.8 仅 给 出 必要 条 件 , 故 
不 能 保证 到 是 局 部 极 小 值 点 。 


图 5 在 非 最 优点 x, G(X) 站 了 PP(F) 关 入 。 


其 实 ,定理 2,8 的 必要 条 件 也 可 能 被 非 局 部 极 小 值 点 平凡 地 
满足 ， 下 面 就 是 这 样 的 情形 ， 

设 4o 是 一 个 可 行 点 ,Vf(x0)==9， 最 然 , 了 (tw0) 二 如 , 玫 G(Y，) 
人 F(z0) 三 亿 , 从 而 满足 Vf(x)=8 的 任何 可 行 点 都 满足 最 优 从 必 
要 条 件 . 同样 ,对 某 个 iE 7(z) ,使 V&EK2) = 一 0 的 任意 点 z 也 都 满足 
必要 条 件 。 下 面 是 为 一 个 例子 。 
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考虑 只 有 一 个 等 式 约束 的 情形 ， 

minf (x) 

st g(x)=0., . 
因为 g(x)=0 可 以 换 为 g(x)=g(z)<0,g8s($)=~— g (7)S0. 
令 yo 是 一 个 可 行 点 , 则 g:(zo)= gz:(zo) 一 0, 但 Vg1(%,) 二 一 Vg2 
(zo) ,所 以 不 在 在 4y ,VSg:(zo)<0 7y，Va8sazo2<0 的 向 量 y，G 
(zo) = 二名, 故 G(z0) 站 了 F(z,) = 二 人 换言之 , 全 部 可 行 点 都 满足 最 
优 性 必要 条 件 ， 


图 6 在 最 优点 ,于 G(3) 站 了 (3) 二 久 . 


现在 将 几何 最 优 性 必要 条 件 G(x*) 站 F(x*) 二 信用 目标 函数 
和 约束 函数 的 梯度 求 类 示 . 下面 的 结果 是 Fritz John 在 1948 年 
给 出 的 

定理 2.9 《Fritz John 条 件 ) 如 果 z* 是 (NLP,) 的 局 部 极 小 
值 点 , 则 存在 不 全 为 0 的 实数 1o,4:，…，,4n， 满 足 
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AVfCr*) - > Ave,(r*)=0, (32) 


i=1 
Ag lr)=0,i=1,:. .Mm. (33) 
M0,70.1=1,. - m. 
证 明 设 z 是 局 部 极 小 值 点 , 则 由 定理 2.8, 对 于 ViE 
ZT(x*), 不 存在 向 量 y 满 足 | 
Cy ,V/s*)) 0, 
《YVESY 01iET(S"). 
设 4 是 由 Vf (zx*),Ve,(z") 为 其 行 的 矩阵 ,天 4y<0 不 相 容 ， 根 
据 定理 1.15, 存 在 非 零 向 量 q:>0, 满足 4*d4=9， 用 4, 4, iE 
T(z%") 分 别 表示 4d 的 分 量 , 则 有 


AVf (x*) 十 ,28 ") =0, (34) 
Aig (1)=0,iET(s*), (35) 
在 i I(zx*) 时 , 令 4,=0, 则 (34),(35) 变 成 
vf (er) + ives") =0, (36) 
MiBiSY) 一 0 一 1 …， 训 ， (37) 


1 疡 0=01，…7 | 
上 面 定 理 中 的 4, 称 为 Lagrange 乘 子 , Mgi(z 一 01=1， 
m 称 为 互补 松弛 条 件 . 
例 4 ”研究 RR 中 的 (NLP,)， 
min f(%)= (£3)+(€,—2) 
St g(t)- Et te, 
8B:( 0) 2E<4， 
ga(t) EC0, 
iL) E07r = (£6), 
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图 7 是 其 可 行 域 ， 极 小 值 点 是 z==(2,1), T(x")={1,2}。 计算 
知 
Vfz ) 一 (一 2, 一 2),Vgi(z ) 一 (4,2)， 
V&a(Y“) 一 (1,2)， 
令 1=3,41=1, 和 =2,4:=4=0, 可 以 验证 (32),(33) 式 成 立 ， 即 
在 +” 满足 Fritz John 条 件 。 
再 考察 点 + 一 (0,0),T(z)={3,4}。 计算 知 
Vf(#)=(—6,—4),Vgs(T)=(—1,0), 
Ves(F)=(0, ~—1). 
令 14, 一 4, 一 0。 村 使 
A —6,—4)+A4(—1,0)+4(0,—1)=(0,0) 
成 立 , 当 上 且 仅 当 2,= 一 62,, 和 一 一 42,， 如 果 24, 记 0, 则 4 X44 小 于 
0，, 与 4 的 非 负 性 子 贿 :如果 =0, 则 13 一生 0 与 1 不 全 为 8 十 
盾 。 故 到 不 满足 Fritz John 条 件 , 它 不 是 极 小 值 点 。 


如 


例 5 再 研究 例 2 
现在 证 明 在 局 部 极 小 值 贞 xy=(1,0)， 上 述 Fritz John 条 
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件 成 立 ，IT (xz*)={1.3}. 

Vf(z*)=(—1,0), ve(z*)=(0,1), vgs(2*)=(0,—1). 
要 使 

Ao(—1,0)+A1(0,1)+4,(0,—1)=0 
成 立 ， 只 有 4, 一 0， 这 时 包 二 4 二 4a，a 是 任意 正 数 ， 

象 定理 2.8 后 面 所 说 的 情形 一 样 ， 也 存在 平凡 满足 Fritz 
John 条 件 的 非 局 部 航 小 值 点 ， 如 果 一 点 满足 VA(5)=0 或 对 
某 个 iEI(5) 满 足 Vg:(5) 二 9， 这 时 可 以 令 相 应 的 Lagrange 肥 子 
为 正 数 ， 其 余 乘 子 均 为 0 ， 从 而 在 满足 Fritz John 条 件 . 同 
样 ， 如 果 只 存在 等 式 约束 ， 例 如 g(z) =0. 用 g(x)=g(z) 专 0， 
g:(z) 一 一 g(z) 和 0 代 赫 gz)=0. 令 训 =4=a，a 是 任意 正 
数 ， 而 其 他 乘 子 均 为 0 .于 是 在 每 个 可 行 点 ，Fritz John 条 件 
成 立 . 

如 果 Lagrange 线 子 46 二 0， 则 | Fritz John 条 件 就 不 能 利用 
关于 目标 函数 的 梯度 的 任何 信息 ， 所 以 当 4o= 0 时 ，Fritz John 
条 件 在 确定 极 小 值 点 位 置 方面 没有 实用 价值 ， 因 南 46>> 0 的 情 
形 才 更 有 意义 . 为 了 保证 4o>0， 可 以 对 约束 加 上 一 定 的 条 件 ， 
这 种 条 件 通常 称 为 约束 规格 . 

在 上 面 的 例 4 中 ，2>0， 例 5 中 ，jo=0. 它们 的 差别 在 于 
例 4 中 的 紧 约 束 的 梯 订 线性 无 关 ， 而 例 5 中 的 紧 约 束 的 佛 度 线性 
相关 ， 从 下 面 的 定理 可 知 ， 紧 约束 的 梯度 线性 无 关 的 确 可 以 保证 
A>0, 

定理 2.10((NLP,) 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 ) 如 果 x* 是 
(NLP,) 的 局 部 极 小 值 点 ，iE T(z*) 时 ，Vgi:(w*) 线 性 无 关 , 则 存 
在 非 负 的 实数 4，i 二 1,…m， 使 


Vf(r*) 2 Vey) =0， (38) 
AigiCr*) =0, (39) 
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4; 宇 0， 一 1 
证 明 设 ** 是 局 部 极 小 值 点 ， 由 定理 2.9， 存 在 不 多 为 0 
的 非 负 实数 4,， i 二 0,1,…m, 使 


AVf(r*) + 5 Ave(r*) =0, (40) 
i=1 


Ag.(r*)= 0. (41) 
一 定 不 为 0， 因 为 否则 X ,二 0 ， 由 (40),(41) 式 知 
2 Xivgi(z*)=0, 4; 不 全 为 0， 


i€EI(z* 
这 说 明 Vg,(z*) 线 性 相关 ， 共 中 iE I(x*) 这 与 定理 的 条 件 序 盾 ， 
设 和 =4,/4,。， 由 (40), (41) 式 得 


V(x*) + Dive(r*) =0, 
i=1 


A=0., 1=1 1 
可 以 验证 ， 在 例 4 中 的 x*=(2.1)，Kuhn-Tucker 必要 条 件 


中 相应 的 一 于， 和 = 了 = 和 = 0， 
Kuhn-Tucker 条 件 说 明 ， 在 局 部 假 小 值 点 x*， 有 
~—Vf(z*)Econe{ve(2*)|iEI(r*)} (42) 
在 图 8 中，z ,就 是 满足 上 述 关 系 的 点 ， 而 *: 则 不 注 足 ， 
仍 称 定理 2.10 中 的 4 为 Lagrange 有 习 子 . 称 (39) 为 互补 松 
弛 条 件 
对 于 (NLP,)， 有 相应 的 结论 成 立 . 下 面 只 叙述 结果 而 不 证 
明 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 [401. 
定理 2.8” 设 x* 是 (NLP,) 的 局 部 极 小 值 点 。vh,(x*) 线 
性 无 关 ，j 一 1,…,p， 则 G(x) 站 对 (z*) 站 (x*) 二 人 名 ， 其 中 
G(r*)={y|y, Vei(r*)> <0,iE T(z*)}, 
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Flr*)=—{y|ly, iCr*)<0}, 
H(z*)={y|Cy, Vhs(z*))=0, j—1,..….»}. 


图 8 Kunn-Tucker 条 件 的 几何 说 明 


定理 2.9” 设 x* 是 NLP:) 的 局 部 极 小 值 点 ， 则 存在 不 全 
为 0 的 实数 4:， Mo 2 满 是 : 


AovVf x*) 十 DAiVE(z*) 十 > AiVAi(ry) 一 0， (43) 
i=} j=1 


Aigi(z*)=0, (44) 
Ao, M0， i=],…, Mm， 
上 面 的 定理 仍 称 为 Fritz John 条 件 ，4;,4; 仍 称 为 Lagrange 
生 子 ， 
例 6 研究 五 "中 的 CNLP:)， 
Din 丰 rz) 一 (6 一 3 站 (5 一 2)3 
5.t B12) = Et + E150 
&2(7)=— 0 
Bs(¥) = 60 
hi(r) 8 +26 4=0,%= (6§1,62). 
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这 是 例 4 中 不 等 式 约束 gz(z) 和 0 变 为 gs(z)= 0 而 成 的 . 局 部 
极 小 值 点 x*==(2,1)，I(x*) 二 11}。 对 于 
A (—2,—2)+A(4.2) + HA1(1,2) = (0,0), 
只 需 取 4,==3，2 和 ==1，K 王 2 即 可 ， 所 以 在 4*， 定 理 2.9 的 结 
论 是 成 立 的 ， 
例 7 研究 R? 中 的 (NLP;)， 
minf (x%)=C—6) 
sthi(r)=6—(1—€,)’=0 
h(t)=—é (1—6)=0,%=(£,é)., 
从 图 9 知 ， 这 个 问题 只 有 一 个 可 行 点 x*== (1,0)。 计算 知 
VICz*)={—1,0), Vhi(z*)=(0,1), Vh2(2*)=(0,—1) 


要 
4 (~—1,0) + uC(0,1)+ 42(0,—1)=(0,0) 
成 立 ， 只 有 人 :=0， 同 = 如 =a， 其 中 a 为 任意 实数 ， 即 Fritz 
John 必要 条 件 在 x* 成 立 ， 
正如 定理 2.9 后 所 作 的 说 明 一 样 ， 如 果 加 =0, 则 Fritz John 
条 件 在 确定 局 部 极 小 值 点 位 置 时 没有 实用 价值 ， 为 了 保证 0 
仍 需 对 约束 加 上 一 些 限 制 ， 即 约束 规格 . 


CE 


a 


lv ki(z*) 
| 


| 


了 加 zt 
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定理 2.10 设 x*+ 足 (NLP,) 的 局 部 极 小 值 点 ， 且 V&i(z”)， 
iEI(zr*), Vh; (2*), 了 一 1 00， 线性 无 关 , 则 存在 实数 2;,1 二 


1 人 


VHCr*) 下 ZVE (tr) 二 Vvh, Cr) =0, (45) 
AB CT*) 二 0， (46) 
外 之 0. =1,…, Mm 

定理 2.10*+ 的 条 件 仍 称 为 Kuhn-Tucker 条 件 ，4;，&; 仍 称 
为 Lagrange 乘 子 . 

在 例 6 中 的 ze = (2,1) 取 加 一 于， 和 一 入 一 0， 生 一 -3 即 可 ， 
衣 例 7 的 xx*-:(1,0) 不 满足 定理 2.10* 的 条件， 因为 YA (2z*#) 与 
VAz(z*) 线 性 相关 . 

3。 约束 规格 

前 面 我 们 是 在 vg:(r*),iE T(x*) 线 性 无 关 的 约束 规格 下 得 到 
Kuhn-Tucker 必 旨 条 件 的 。 事实 土 ， 志 有 其 他 约 束 规 阁 保 证 这 
个 必要 条 件 的 成 立 ， 下 面 过 论 一 些 约 束 规 格 并 说 明 它 们 之 间 的 关 
系 ， 

定义 2.5 设 XCR"， EclX， 称 集合 

T(T) = {y |y = lim ACTi—E), Ar>0, TAEX, Th 


>F} 是 革 在 区 的 正切 锥 . 
根据 定义 .如果 存在 一 个 收 钱 于 的 可 行 点 列 {x,}， 使 弦 
7 一 Zz 的 方向 收 钱 于 y， 则 yy 属于 了 (FF)。 可 以 证 明 ， 正切 锥 是 
闲 锥 ， 
仍 先 考虑 本 节 所 研究 的 形式 (1 的 极 值 问 题 ， 即 
min f(r) 
s.trE€EN, 
的 问题 . 
定理 2.11 设 SCR"，S 了 如， sw* 是 (1) 的 局 部 极 小 值 点 ， 
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f(z) 在 x* 可 微 ， 则 j T(z*) 站 P(r*)= 儿 
证 明 设 yET(x*), 即 六 limA,{ ri — 2*), 其 中 VR, A, 


>>0，xi ES，xi>X*， 根据 (x) 在 x* 的 可 微 性 ， 
得 

fir)— f(r*) Vf r*), vor*y olr.—r*|). (47) 
因为 z* 是 局 部 极 小 值 点 ， 当 充分 大 时 ，j (Xx,) 宇 f(z*)。 故 
由 (43) 得 

Vr*), rv*>+o(|r—r*|)0, 
乘 以 和 4， 令 R>c， 则 有 
《Vf (zr*), y)>0, 

而 F(x*)={y| Vf (zt), y><0}, PDTC) NT(a*)=. 

设 Gx)={y|vei(r), y)<0, iEI(x)}. 

定理 2.12 设 x* 是 {NLP,) 的 局 部 极 小 值 点 ， 且 T(z*)= 
Gz*)， 则 存在 非 负 实数 4;,i==1,…,m， 使 


VI(x*) + 2 AvVei(r*) =0, (48) 
YY gi(r*)=0, (49) 
证 明 ”由 定理 2.11， F(x*) 站 T(x*)= 名 . 故 由 条 件 知 ， 
Fr*) NG (Cr*) = 换言之， 下 面 的 不 等 式 组 
CVf rt), yy CVE(v*), y)E0,LE T(r*) 无 解 . 
故 由 定理 1.9， 得 到 存在 非 负 实数 4,，iE 7(w*)， 有 
Vf (x*) 十 ,vee*) =0. (50) 
如 果 在 i141(x*) 时 ， 令 24, 一 0， 便 得 到 (48).(49) 式 . | 
TY) 二 G(x) 称 为 Abadie 约束 规格 . 
为 过 论 其 他 约束 规格 ， 引 入 下 面 的 概念 . 
定义 2.6 设 SC Ai， 对 于 非常 向 得 yY， 如 果 存在 6>0 和 
从 至 到 瑟 " 的 一 元 同 量 值 航 数 g(4) ,使 得 46(0.6) 时 ,ac(4)ES， 
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则 称 y 是 5 在 1 的 一 个 可 述 方向 . S 在 天 的 全 体 可 达 方向 的 集 
合 ， 称 为 3 在 z ee 用 (于) 家 示 ， 

定理 2.13 在 (NLP,) 中 ， 总 是 可 行 解 农 ，ZE 瑟 ， 则 

aoc (52) 

证 明 容易 证 明 ,，D(X)CA (x)CT (3#) CG (T)， 伯 为 
人 (Fz) 是 闲 的 .所 以 cLD(z)Cel4A(T)CT(z)CG(F) .由 定 替 2.8， 
G(z)CD(z)， 所 以 (52) 式 成 立 , | 

下 面 是 保证 Kuhn-Tucker 必要 条 件 成 立 的 约束 规格 。 

1) 线性 无 关 的 约束 规格 . . 

集合 S 是 开 集 ，g,(z) 在 iE IT(7) 时 在 x 可 微 ,i 多 T(z ;如 站 
到 连续 ,1 ET(F) 时 Ve 人 线性 天 关 ， 

2) Cottle 约束 期 格 ， 

集合 S 是 开 集 ，iE T(E 时 g(x) 在 3 连续 ， 且 

i 


GT) G(T)., 《53， 
3) Zangwill 区 吉庆 

clD(F) =0 (7). (54) 
4) Kuhn-Tucker 约束 疾 格 ， 

clA(F) 一 GO)。 (55) 
这 些 约 束 规格 的 关系 是 ， 


1) 线性 无 关 约 来 规格 成 立 ， 则 Cottle 约束 规格 一 定 成 立 ， 
因为 这 时 2 vg.(z)=0 没 用 零 解 , 故 由 定理 1.15 知 存在 y， 


使 《Vg.(#),y》<0，iE 7T(5)， 于 是 知 G(3) 取 人 如， 容易 给 证 ， 
clG( 五 ) 一 G/( 五 ) ， 
2) Cottle 约束 规格 成 立 ， 则 Zangwill 约束 规格 一 定 成 立 ， 
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演 是 定理 2.13 的 结果 . 

根据 同样 的 写 理 ， 有 

3) Zangwill 约束 规格 成 立 时 ，Kuhn-Tucker 约束 规格 成 
立 ， Kuhn-Tucker 约束 规格 成 立时 ，Abadie 约束 规格 成 立 . 

根据 定理 2.12，Abadie 约 东 规格 成 立 使 Kuhn-Tucker 必 
要 条 件 成 立 ， 王 是 可 知 ,所 列 约束 规格 都 能 保证 Kuhn~Tucker 必 
要 条 件 的 成 立 . 

4. 二 阶 素 件 

下 面 讨 论 与 二 阶 导 数 有 关 的 条 件 。 

设 

Zz)={y|ly, Veg(w)>=0, iE T(r), Cy, Vh(r))= 
0, j=1,.…,p}. 

宝 义 2.7 如 果 每 一 个 非 海 的 yE Zi0F) 与 包含 在 3 的 边界 
中 的 一 次 可 微 的 强 相 切 ， 则 称 在 三 二 阶 约 束 规 格 成 立 . 换 言 之 ， 
对 十 深 一 个 yE2Z1(z), 存 存 一 个 定义 在 [0 elCR， 值 域 为 R" 中 
的 问 各 的 二 次 可 微 向 量 罚 获 w， 满 足 5c(0) 一 二 ，gi(C(p)) 一 0， 
Elz) h(a(p)) =0 j=1,…,p, 其 中 0 万 p 扩 Ee. 且 对 于 基 
个 正 歼 4， 有 

Ey. 

定理 2.14 (二 阶 必要 条 件 ) 设 x* 是 (NLP;) 的 局 部 极 小 值 

点 ， 存 在 14， 后 Ar， 使 


(56) 


V2*) + DD AVEe(rt)+ nVh,(x*)=0, (57) 
iwl] 了 并 


Agi(T*)—=0, 1 一 1 (58) 
人 ;20 


又 设 二 阶 约束 规格 在 x* 成 立 ， 则 对 于 非 零 的 yE 2Z,(2*) 满 足 
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Cy fr Ce) + bre Gar) + Duh en)1y)>0 
(59) 
证 明 设 yxsb,yE Zi(x*),a(p) 是 二 阶 约束 规格 中 所 设 的 向 
量 值 函数 , 即 a(0) = zx, 94) 一 y 《不 妨 设 4=1) . 设 = 
u, 帮 有 
SE yg (2%) y+ (ws Ve (es)) 0 i€ (+), 
(60) 
Oy, (8) y+ C0hs 2%)) = 0,j = 1 


(61) 
根据 (57)-(58) 式 及 2Z,(x*) 的 定义 ,有 


{ mi 
Gy vf et) yAve(e®) — 
Dvh en) D0. 
因为 +* 是 局 部 极 小 信 点 ,全 一 0. 玫 4) ->>0， 即 

gr pn epee (62) 


将 (60)，(61) 式 分 别 乘 上 相应 的 4.,4,， 与 (62) 相 加 ， 并 注意 到 
(57)-(58) 式 ， 得 


CEf a) Ag (ot) + 2 br (4)]y>0, 
i=] 


基 (59) 式 成 立 . 【 
共 体 检验 二 阶 约束 规格 的 成 立 是 很 困难 的 ， 可 以 证 明 .如 果 
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Ver)icTz)yh(z) =1，…2D 线 主 死 关 , 则 二 阶 约 束 规 
格 也 是 成 立 的 [41]， 

为 了 研究 充分 条 件 , 设 Ti(z*) 是 满足 g(x*) 一 0, 且 在 (57)- 
(58) 式 中 4;>0 的 指标 i 的 集合 ， 显 然 T(x*)CI(x*)。 又 设 

Za)={y|ly, vg) = 0 ET (zy Vegi(r*)> <0, 

i€ET(z*), Cy.Vh, (x*)>=0,7=1,... ,7}. 

定理 2.15 令 zx* 是 (NLP:) 的 可 行 点 ， 如 果 存 在 41 ，……， 

Ams Li", uy 满足 


vf et) AV) VCzt) 一 0， (63) 
1 一 上 一】 


Nigi(w*) 二 0， 1 一 1 7 (64) 
2;,>0, 
且 对 每 一 个 非 零 的 yE ?2.x*), 有 


Cy sf sr) + Sag (at) TN Ce)]y)>0, (65) 
了 > 一 上 


则 xz* 是 (NLP, 的 局 部 严格 极 小 值 点 . 
证 明 设 xf* 不 是 局 部 严格 极 小 值 点 ， 则 存在 一 个 可 行 点 列 
{x} ,TL*, limz = 2*, 县 
f(x*)2 f(t), (66) 
设 v= 二 x2* 一 Biyi, 其 中 B. 汪 0,|yi|==1, 不 失 一 般 性 ,可 以 认 
为 序 庆 {B;,y,} ;2”{0,Y},1y| -=1, 于 是 有 
EL) BL) PLY VE (TT NAPEY) E01 ET(L*). 


(67) 

hw hw*)= pyr Vh, (rv*+ nbBy)>=0, 
j=1,.**,p. (68) 
fx)—f rt) = py VI rt hpiy) SE. (69) 


其 中 0<n， "Mig | . 用 pr: 除 (67)-(69) 式 , 令 Rece 取 极限 ,得 
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《7,Vegi(zy)><0， 1iE7T(CzY)， (70) 
《7 VAiCrY 二 0， (71) 
《YACzcy)>s0， (72) 
如 果 对 一 个 i 三 了,(zx*),(70) 式 是 严格 不 等 式 , 结合 (63),(70)， 
(71) 式 得 
Oe Dn, 


Vh,(z*)>>)0 
这 与 (72) 式 闻 盾 ， 故 对 全 部 iET(z*) 及 YEZi(x*)，《Y， 
Vei(r*)> =0, 
由 Taylor 定理 ,有 
gi(z2) =gi(r*) + BACyr ve (se)) + BICy,, 
人 (zy 十 Eyeyes0， 
i=1,"**,m. (73) 
h(i) = hn) + BY Vhs + Bay 及 《ww* 十 
EnBryi) y=0, ， 
了 一 1 ,7。 (74) 
F(z) —f (wt) =Byr, vf 2) + BY "(srt 


EAPryn) YE0, (75) 
其 中 0<En En Er<l. 


将 (73),(74) 式 分 别 乘 相应 的 4;、&; ,再 与 (75) 式 相 加 ,得 


Bayrs Vf Cw*) + DMVECY*) 十 DnsvVh Cs*)> 
i ] i=l 


“245。 


+ HRCy Lf (am 二 DY) + hg (Tt EBy:) 


iml] 


js 三 ] 


+ ah’ (rt epiys) ]y SO, (76) 


由 (63) 式 知 (76) 式 左边 第 一 项 是 0， 将 (76) 式 除 以 五 P2 ， 令 
> 到 极限 ， 得 


CF Lf DAB rt) + ky (x*)] F720. 
i= 1] j=} 


(77) 
因为 了 了 非 零 , 且 了 EZs(x*)， 故 与 (65) 式 他 征 , 所 以 x* 是 局 部 
严格 级 小 值 点 ， |) 
$ 5 廿 函 数 的 极 值 与 凸 规划 
本 节 研 究 形 如 | 
min f(x) (1) 
S.t,XESN | 
的 约束 极 值 问题 ,其 中 (x) 荐 RR" 上 的 目 泛 数 (不 一 定 可 微 ), S 是 
五 "中 的 山 集 ,这 类 极 值 问题 称 为 是 规划 (CP) .首先 ,我 们 讨论 5S = 
"的 情形 , 青 讨论 (1) 的 最 优 狂 条 件 , 景 后 对 一 类 特 吻 的 5 , 即 由 
A S 的 情形 讨论 其 最 优 性 条 件 . 
1. 凸 函 数 的 极 值 
3.1 设 f(z) 是 8 上 的 正常 西 员 数 ， 则 /1(7) 的 每 一 个 
局 部 航 小 值 也 是 全 局 极 小 值 ， 
证 明 设 弛 是 je) 的 局 部 要 小 值 点 , 则 存在 6>0, 当 YE 
frilz 一 x+ < 时 ,有 | 
f (4) 尖 f(r*), (2) 
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设 vz ER", 则 当 4 充分 小 时 ,0<4<1, 有 


(1 一 4)zy 二 AM2EdTz zz 一 w+| <6}., (3) 
因为 f(7) 是 凸 函 数 , 故 
f(r*)EfL A Rr+A2 E11—Af (rz*) + AfCs). 
(4) 


由 (4) 式 知 f(x*) 志 f(z), 故 xz* 是 全 局 极 小 值 点 . ， 

根据 定理 3.1, 以 后 对 于 凸 函数 就 不 再 区 别 局 部 极 小 和 全 局 
极 小 ,而 只 简单 地 称 极 小 ， 

定义 3.1 设 jz) 是 下" 上 的 凸 国 数 , 称 达到 inf 了 (的 2 
的 集合 是 f(z ) 的 极 小 集 . 

定理 3.2 f(x) 的 极 小 集 是 号 集 , 

证 明 设 erinf, jz), 则 有 (zx) 的 极 小 集 是 水 平 集 

{zr|f (x)<a*}, 

由 第 二 之 定理 1.8 . 知 眉 小 集 是 凸 集 ， 1 

定理 3.3 设 jz) 基 吾 " 上 的 正常 凸 国 数 , 则 xz* 属于 (x) 
的 极 小 集 的 充分 必要 条 件 是 6EOf(z*)， 

证 明 . 如 果 9E0f(x*), 则 对 YrER”", 有 

f(z) ~ f(r*) rr*, 0, (5) 

即 f(x) 之 12z*) ,x* 属 于 (7x) 的 琢 小 集 ， 

反之 , 设 x* 属于 f(x) 的 极 小 案 , 即 VxE€ RR", (x) 之 J (x*). 
而 这 与 对 于 YwxE€ BR", 有 

f(r)—f(r*)>20=Cr— x*,0>, 

等 价 , 所 以 06E0f (zx*). |】 

推论 3.3.1 设 f(z) 是 R" 上 的 正常 是 函数 , 在 x* 可 第 . 则 
zt* 属 于 了 (xz) 的 级 小 集 的 充分 必要 条 件 是 Vf (x*) =0. 

证 明 留 给 该 考 ， 

定理 3.4 设 jz) 是 人 "上 的 正常 闭 凸 函数 , 则 
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1) of f(x) 二 一 J*(0), 因 而 f(x) 有 下 界 的 充分 必要 条 件 
HEdomf*. 

2) f(x) 的 极 小 集 晤 OF*(0) ,因而 f(x) 达 到 下 确 界 的 充分 必 
要 条 件 是 Jf*(x*) 在 x*==8 次 可 微 ， 特 别 地 , 当 0Eri (domf*) 时 
这 个 条 件 是 满足 的 ， 

3) f(x) 的 下 确 界 有 限 但 不 能 达到 的 充分 必要 条 件 是 f*(9) 
有 限 且 对 某 一 个 y,f*’(9:y) 一 一 %%. 

4) f(x) 的 极 小 集 非 衬 有 界 的 充分 必要 条 件 是 9E€ 
int (dom f*) 

5) fx》 的 极 小 集 仅 含 唯 -一 的 向 量 x 的 充分 必要 条 件 是 
f*(z*) 在 xw*=9 可 微 且 z=yVf*(0), 

证 明 1) 由 共 略 函数 的 定义 ,有 

f*(w*) = sup{lr ,2*)— f(r)}. (6) 
六 (0)=supt—f(r)}= ~inff(%), 

2) 由 定理 3.3， re 图 (x) ppp 
0f(xo)， 这 叉 等 价 于 x*=0 是 (4) 在 zw 的 次 梯度 ,根据 第 三 
定理 1.9 的 1) 和 1*) ， 知 x,&E0f* (9)， 即 f(a) 用 机 小 菜 训 
of*(0). 

3) ,4) ,5) 的 证 明 留 给 读者 . | 

2. 约束 是 凸 集 的 凸 规划 

现在 回 到 (1) 式 的 问题 . 

定理 3.5 设 f(z) 是 R*" 上 的 正常 凸 函数 ,S 是 R" 中 的 由 
集 , 旦 存在 x1ES,f(z) 在 wi 连续 , 则 z* 是 f(z) 在 5S 上 的 极 小 
值 点 的 充分 必要 条 和 件 是 

Of (x*) NN KI(v*)KG, (7》 
其 中 s(xw*)= 二 cone(S 一 x*) 二 {54 之 0 充分 小 时 zx 二 AMEFENS)， 
证 明 设 
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(0 TEND, 
75) rED. 
故 求 f(z) 在 S 上 的 极 小 值 等 价 于 求 F(rx) 一 f(z) -6 (z+15S) 在 
RR" 上 的 极 小 值 ， 由 第 三 章 定理 4.2, 有 
OF(x)=0f(x) +06(r!'S), (8) 
但 06(z1S)= 一 一 有 K(x), 大 07(x)=-0/(w) 一 KR*(z)。 由 定理 
3.3,w* 属于 (x) 的 极 小 集 的 等 价 条 件 是 
OEOf (zr¥)— Ki(r*), 
这 正好 与 (7) 式 等 价 . } 
考虑 到 共 恩 锥 的 定义 ,定理 3.5 的 另 一 形式 是 ， 
定理 3.5′ 设 f(x) 是 羽 " 上 的 正常 西国 数 ，3 是 R" 中 的 
凸 集 , 则 x* 是 /zxz) 在 4S 的 极 小 值 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 YE 
0f (x*), 油 足 
<y， 7X 一 vw*) 之 0， VzEA， (9) 
定理 3.5 说 明了 (1) 的 最 优 解 的 重要 特征 ， 特 别 地 . 当 f(x) 
可 徽 、S 是 开 集 时 ,这 个 特征 就 是 导数 为 0 的 条 件 。 同 时 它 也 表 
明 , 如 果 ze 不 是 最 优 解 时 ,应 有 一 个 zxES, 使 
《Vf (#0) ,vs — £0, 
因而 存在 一 个 改进 解 的 明显 途径 , 即 从 zx, 沿 x 一 x 的 方向 前 进 ， 
改进 的 步 长 大 小 由 下 面 的 一 维 子 问题 决定 ， 
min f(xot+2(r—w,)) 
St wotA(r—x) ES, (10) 
4 二 0. 
这 就 是 最 优化 方法 中 可 行 方 向 法 的 根据 . 
例 1 研究 凸 规 划 


\2 
min 了 (一人 (三 一) + (& 5) 
st 一， 
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261+ 38s<11 
—&<0 
一 上 ss0， 
1755 有) 表示 与 点 ( ,5 ) 的 距离 的 平方 约束 是 由 线性 不 等 
式 组 决定 的 多 面体 8， 如 图 10. 


由 图 10 知 ， 景 优 解 为 z*=(1,3). Vf(1.3)= (一 1, 一 4 
从 几何 上 看 ,向 显 ( 一 1, 一 4 与 司 式 为 (5&1 一 1,5, 一 3) 的 每 个 向 量 的 
夹 角 均 不 超过 >， 其 中 (51,8,) eS， 这 说 明 满 是 定理 3.5 的 条 件 . 
再 考虑 zo= (0,0)， 注意 V1(0,0) =( 一 3, 一 10), 故 对 每 个 非 
从 原点 出 发 , 沿 x 一 9 的 方向 改进 了 (zw) 的 值 ， 当 然 , 最 好 的 局 部 方 
定理 3.6 ” 设 定理 3.5 中 的 条 件 成 立 ,5= S51 首 … 门 Ss。 其 


intS 所 into (NS, 
则 z* 是 (7) 在 S 上 的 极 小 什 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 x?*E 
Kv*), tl1,.'',k,FEOF (YL:) ,满足 
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天 一 ZX 二， 二， (11) 


证 明 由 第 一 训 写 理 3,16, 定 理 8,17, 知 
Kr*)= {| Ks (2*). (12) 
二] 


如 果 zuvEintSi 1, 一 loES 则 
Ko—=Xo— EintKs (xr*), 1 天 一 1， 
元 ,所 下 (2x)。 
页 intKs (x) NN Nintks(e*) NKs, (vt)zG. (13) 
故 由 第 一 章 定理 8.12 ,得 


K(x*)-= Ks (vw*)i t+ EY (rx*). (14) 
根据 定理 3,5 ,存在 E00f (rz*) 站 Ks(z*), 因 而 由 (14) 式 有 
元 一 2 十 -十 dy (15) 


其 中 xzrE 天 SCzy) ii 1 | 

定理 3.7 设 fz) 是 R" 上 的 正常 四国 数 ,3 一 人 站 
Si 其 中 S: 是 三 集 ,i 一 1,……,k, 又 存在 x1€ ,f(x) 在 x 连续. 
则 ww* 是 了 (x) 在 S 上 的 小 小 值 点 的 必要 条 件 是 存在 向 量 XE 
0f (x*) yx ER (r+*) 及 等 于 1 或 0 的 4, 满 足 

MX (16) 
如 果 4 三 0, 则 xf,…: ,xx* 中 至 少 有 一 个 非 零 ,如 果 24=1, 则 十 述 
条 件 也 是 充分 的 . 

证 明 设 z* 是 f(x) 在 S 上 的 极 小 值 点 , 则 由 定理 3.5, 存 在 
EOf (rz*)NKRYCGr*)。 国 为 (10) 成 立 , 则 由 第 一 童 定理 3.13, 这 
有 时 有 两 种 可 能 . . 

1) (14) 成 立 , 即 (15) 成 立 . 这 是 (16) 中 4= 1 的 情形 . 
内 为 定理 3.6 给 出 的 是 充分 必要 亲 件 ,所 以 这 时 (16) 也 是 充分 类 
件 ， 

2) 存在 不 全 为 8 的 x*,EEk*s (rr)， 满 足 


» 251。 


ZX 十 :十 XX， 二 日 ， 
此 即 (16) 中 24 一 0 的 情形 . 
如 果 (1) 中 的 “min” 换 为 <-max” ,就 成 为 
max f(x) (17) 
st wEDND. 
下 面 讨论 (17) 的 局 部 极 大 值 点 的 必要 条 件 ， 这 个 条 件 不 是 充分 
的 ,而且 也 不 在 在 寻求 较 好 解 的 局 部 信息 ， 所 以 , 求 西国 数 的 极 大 
值 比 求 是 函数 的 极 小 值 缀 困难 得 多 . 
定理 3.8 设 (x) 是 R*" 上 的 册 尔 数 , S 是 ER* 中 的 凸 集 ,如 
果 w* 是 了 (x) 在 S 上 的 局 部 极 大 值 点 , 则 
《yj 4 一 yy><0VZEAN， (18) 
其 中 y 是 1f(z) 在 xx* 的 任 一 次 梯度 ， 
证 明 设 x* 是 局 部 极 大 值 点 , 则 存在 6>0, 使 
f(z) ft), vrESN{rI| rr* <6}. 
设 zES, 当 4 之 0 充分 小 时 ,x*+A(z 一 x*)E SN 站 mM{x|| zx 一 zx*|<” 
6}. 故 


fz*+A(r—z*) | f(r*), (19) 
设 yE 0f (4*) ,结合 (19) 式 得 
OF Jie* tA(r—r*) f(r*)2ACYy, tO— 2*). (20) 


因为 4 二 0, 于 是 (y ,xz 一 xz) 一 0. 8 

推论 3.8.1 设 了 (zx) 是 R" 上 的 西 函 数 , S 是 R* 中 的 晤 集 
如 果 wz” 是 了 (2) 在 Se 的 局 部 极 大 值 点 , 且 f(x) 在 x4" 可 微 ， 
则 

《人 Vf(Z YY 一 和 <0VIES。 (21) 

证 明 留 给 读者 . 

上 述 条 件 仅 仅 是 必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 。 

例 2 研究 上 的 极 大 问题 


max f(z)=%’ 
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st 4ENO=Tzl 一 1I 委 xz 去 2?} 
显然 ，1(z) 在 3 上 的 极 大 值 为 4, 在 %=2 处 达到 ， 而 在 六 =0， 
Vf(X) 二 96, 因而 对 任意 7%E5, 均 有 《Vf 了 (7),(x% 一 )》= 二 0. 人 得 *=0 
连 局 部 极 大 值 点 都 不 是 ， 


在 例 1 中 ,x6 一 (0,0) ,一 ( 量 ,0) 都 是 局 部 极 大 值 点 , 且 者 注 
足 定理 3.8 的 必要 条 件 .但 是 ,我 们 在 点 r 却 不 能 得 到 如 何 从 z。 
到 达 全 局 极 大 值 点 x, 一 (时,0) 的 任何 局 部 信息 ,即使 对 x;, 也 没 


有 方便 的 判别 方法 使 我 们 知道 它 就 是 全 局 极 大 值 虚 ， 

定理 3.9 在 (17) 中 设 5S 是 一 个 多 面体 , 则 存在 极 大 值 点 x*， 
其 中 xz 是 5 的 一 个 极点 . 

证 明 因 f(x) 在 5S 中 连续 ,5S 是 紧 致 集 , 则 f(x) 在 一 点 x*E 
人 S 达 到 极 大 值 ,如 果 zx" 是 S 的 极点 ,结果 得 证 ， 否 则 , 由 第 一 章 定 
理 9.2 知 


4* 一 yg, 14>0, > 4,=1, (22) 
其 中 xz; 是 5S 的 极点 ,因为 (zx) 是 唔 函 数 , 故 
f (4°)< Af (si) (23) 


但 z* 是 极 大 值 点 ,了 (2*) 实 f(z,),i==1,.…,， 于 是 结合 (23) 得 
到 
f(x*)=f(8,) ,i=1,..k, (24) 

即 极点 x,,，…' ,x 是 极 大 值 点 . 下 

3. 约束 是 不 等 式 的 凸 规划 

i) 廿 不 等 式 组 的 解 

定理 3.10 设 C 是 R" 中 的 本 集 , 用 (x),… ,f(z) 是 R* 上 
满足 riCCdomf; 的 正常 凸 函 数 , 则 下 面 两 个 结 论 恰 有 一 个 成 立 ， 
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1) 存在 一 个 +EC. 使 
f(z)<0,. ,fn(x) <0, 
2) 存在 不 全 为 0 的 非 负 实数 4 ，… ,4n，, 使 


> Af.(x)0, yrEC. 
i=1 


证 明 设 1) 成 立 ,对 于 满足 1) 的 % 和 任意 4: 之 0,i 二 1,，…'， 


2 4fi(7) <0, 


故 2) 不 成 立 ， 
设 1) 不 成 立 ,要 证 明 2) 成 立 ,， 设 CC 名 , 否则 结论 平凡 ， 
令 
Ol={:= (6 En) ER"| 存 在 z+EQ， 
fr)<E.i=1,. .mm)}., 
可 以 证 明 C1 关 亿 ,Ci 是 下 集 ( 请 读者 自 证 ), 令 非 正 真 锥 
CO 一 全 (入 01 


因为 1) 不 谍 立 ,所 以 CC; 二 名 ,根据 第 -一 章 定 理 5.3,C1,C， 可 
以 分 离 ， 则 存在 非 零 向 量 =(4 ,4m) 和 一 个 实数 4 ,满足 

Go, 2 — hE AnEn ,YEO (25) 

Qa ,2 = AE tt Aném VIE Cs (26) 


因为 C; 是 非 正 真 锥 ,(26) 式 表明 gc 之 0, 由 (25) 式 ，4; 守 0,， i 二 1， 
…,m, 由 (25), 总 存在 使 f(z)<6.,1=1,.…* ,mm 的 zEC, 有 
A AEn20 (27) 
对 于 集合 D=C Ndomf… 站 domfn 中 的 每 一 个 7 及 任 
意 e>0, 令 
一 帮 iT) 二 ei 王 1 了 
则 应 有 | 
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ALf Cz) +elt+ .+AnLfm(t) + el]>0, (28) 
由 。 的 任意 性 ,得 
Af(r) + tA fn(s) 0, (29) 
故 凸 函数 (7) = 二 42411(z) +…' 十 4mfn(z) 在 D 上 非 负 、 有 限 ,由 
第 二 章 推 论 3.6.3, f(x) 在 clD 也 非 负 ,但 TiCCDD, 故 有 
CCcl(riC)CcelDd, 
所 以 对 于 每 一 个 ?EC,f(zx) 宇 0, 故 2) 成立. 于 
下 面 的 例子 说 明 定理 3.10 中 riCCdomfi; 的 条 件 是 必要 
例 3 在 及 中， 设 


一 和 1 Y 之 0， 
fo V<C0。 
f(z)=xr, C=B, 
显然 不 存在 XE C ,满足 站 (z)<0,f(z)<0, 另 一 方面 ， 仅 当 生 = 
机 二 0 时 ,f(z) 二 42fz(x) 宇 0( 实 际 上 等 号 成 立 ), Yr EC, 故 定 
理 3.10 中 的 1)、2) 均 不 成 立 ， 可 以 检验 , riCCdomfi 这 个 条 件 
不 成 立 ， 
定理 3.11 设 C 是 ER" 中 的 凸 集 ,f(z),……,f.(4) 是 R* 上 
的 正常 由 请 数 ,riCCdomf;, i=1,-…,k, frr(r),"… ,fmn(Y) 是 
R" 上 的 仿 射 函数 ， 不 等 式 组 
fi 和 0 ja(z) 委 0， 
至 少 有 一 个 解 EIiC, 则 下 面 两 个 结论 恰 有 -一 个 成 立 ， 
1) 存在 一 个 EC 使 
f1(%)<0, ,f(t) 0 Cr 二 0 
fn(%)EO, : 
2) 存在 非 负 实数 各，…, any，…… 人 中 至 少 有 一 个 非 堆 ， 
使 . 
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fxz)3DYeEC， 
i=1 


证 明 与 定理 3.10 相似 , 略 ， 

下 面 的 定理 可 以 看 成 是 Farkas 定理 的 推广 , 

定理 3.12 设 0 是 BR" 中 的 凸 集 ,f(r), 了 (7),，: ,f(r) 
是 R" 上 的 晤 函数 ,riCCadomf;。 如 果 不 等 式 组 


fo x) <0, fF2) EO0,L=1,. ,Mm, (30) 
在 C 中 没有 解 ,但 存在 一 个 x。€ C .满足 
fi(x0) <O0, i=1, 7 (31) 


则 下 面 两 个 结论 恰 有 一 个 成 立 ， 
1) jz)>>0 VEC 
2) 存在 不 全 为 0 的 非 负 实数 2,,.… ,4w, 满 足 


fo ~ Ai(2)0, yzEcC， 


证 明 ”因为 不 等 式 组 (30) 在 C 中 没有 解 ， 则 由 f(z)<0， 
f1(#)<<0,…* ,fn(w)<<0 组 成 的 不 等 式 组 在 C 中 没有 解 ,根据 定 
理 3.11 ,存在 不 全 为 0 的 非 负 实数 4,,41,.… ,4 满足 


Hn) + TH) 0 YEC. (33) 
不 失 一 般 , 设 46+4+ 二 = 如 果 4=1 则 了 成立: 如 果 
0< Mo<T, 用 40 除 (32) 式 两 边 ， 令 A=4/ hoi=1,' "MN, 则 2) 
成 立 ; 如果 4 二 0, 则 由 (32) 式 ,有 


Afi(z)>0, vrEC, (33) 
因为 vvEC 满足 (31) 式 , 故 仅 当 h:=… 二 A =0 时 (33) 式 才 成 


立 , 这 与 4 不 多 为 0 矛盾 ,所 以 0=0 是 不 可 能 的 .4 
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定理 3.13 设 C 是 书 " 中 的 凸 集 ,gi(z) 8n(z) 是 尼 " 上 
的 凸 函 数 , jz)，… ,jz) 是 R" 上 的 仿 射 函数 ,riCCdomg,， 
如 果 不 在 在 xzEC ,满足 | 

Bi(Z)<0 一 1 
hj(v)=0, j=1, ,PD, 
则 存在 不 全 为 堆 的 数 入 1 二 1 ,mM, 满 足 


DXi(r) + En hw)0,TEC, 


证 明 与 定理 3.12 相似 , 略 , 
ii) 最 优 性 条 件 


现在 研究 凸 规划 
min f(x) ， 
st gi rE0, i=1,.*,m, (34) 
(CP) 
h(x)=0, j=1,..,p, (35) 
rEN, 


其 中 人 S 是 〖R" 中 的 非 守山 集 , (zx) .g(x)., i=1,.…,m 是 R* 上 
的 正常 山 国 数 .， hh;(z) ,j= 二 1 ,了 是 人 二 的 仿 射 函数 ， 
X={z|g(r) <0,i=1, ,mh ) 一 0 一 1 DGE 
心 } 是 可 行 解 集 . 
以 后 总 设 SCdomg;, TiS Cri domg;, SCdomh,, riS C 
ri domh, 


定义 3.2 称 


L(y,A Hu)= f(r7)+ Date) Dahl) (36) 


一】 


是 (CP) 的 Lagrange 国 数 ,如 果 三 0,7 一 1,…',m, 使 L(x4,4) 
在 S$ 中 的 下 确 界 有 限 且 等 于 (CP) 的 极 小 值 , 则 称 1，… :2 Ai， 


e。 257 。 


-是 (CP) 的 Kuhn-Tucker 柔 子 ， 或 称 1 一 (4 … Mnw)， 
LK=(W4 0 *- ,Uy) 是 Kuhn-Tucker 向 量 ， 

从 理论 上 看 ,Kuhn-Tucker 乘 子 的 价值 在 于 如 果 知 道 这 样 的 
乘 子 , 就 可 以 转换 (CP) 的 运算 ， 这 样 ， 对 于 (CP) 问题 不 需 确 定 
(CP) 的 可 行 解 并 在 其 上 求 f(z) 极 小 值 ， 而 只 要 求 出 L(x,4,4) 
在 "上 的 极 小 集 , 再 从 极 小 集中 除去 不 满足 约 东 的 点 就 行 了 。 
下 面 的 定理 正好 说 明了 这 一 点 ， 

定理 3.14 设 hA Am ,Ws 是 (CP) 的 Kuhn-Tu- 
cker 乘 子 ,D 是 L(x,4,4) 在 R” 中 达到 下 确 界 的 点 集 ，7T = {i 
A;==0,1 和 SICMm}. 了 双 

DliEDIg(F)A0ET gE)0, iEI, h(F)=0, 
j=1,.…*,p}. 

则 忆 , 是 (CP) 的 全 体 极 小 值 点 的 集合 ， 

证 明 因为 2 .45.4 .Us 是 (CP) 的 KKuhn-Tucker 

乘 子 , 故 int (rh, 4) ny), 对 于 YrENX, 有 


Aigi(rT) E01 ,Mm (37) 
Hhs(r) 0,)—=1,*** ,nD (38) 


囊 了 (x) gr) A gn R(T) ht) 
f(x), 即 
L(x,A4,n) f(r). (39) 

当 目 仅 当 4 EX, 目 Z8() 0 ly, mh (7) =0,j =1, 
"PD 了 时 (39) 式 的 等 写成 并 ， 所 以 (x) 的 极 小 集 包含 在 L(x,4， 
4) 的 极 小 集 之 中 . 

容易 证 明 ,7(z) 的 优 小 集 就 是 Do, 但 [(x) 的 极 小 集 是 (CP) 
的 全 体 极 小 值 点 的 集合 ， 所 以 DD 是 (CP) 的 金 体 极 小 值 点 的 集 
合 , | 


在 一 定 的 条 件 下 ,Kuhn-Tucker 乘 子 是 存在 的 ， 
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定理 3.15 设 (CP) 的 极 小 值 不 是 一 co, 存在 ziEX，2xE 
riS， 满 足 
gi (TO Ll, ,Mm, (40) 
则 (CCP) 的 Kuhn-Tucker 乘 子 看 在 (不 一 定 叭 一 )， 
证 明 1) 不 存在 等 式 约 束 的 情形 、 设 (CP) 的 极 小 值 为 a 。 
由 已 知 条 件 ， 不 等 式 组 


BiZ)<0 1。 (41) 
在 riS 中 有 解 ， 而 不 等 式 组 
f(x)—a<0,g(t)<0,i=1,...,m, (42) 


在 5 中 无 解 , 故 由 定理 3.10, 存 在 不 金 为 0 的 下 负 实数 4,,44.…， 
4m, 满 足 

Me) 一 a)d Ag (tr) ngn(t) 0, 

YrESN, (43) 
在 (43) 式 中 4, 关 0， 因为 如 果 二 0, 则 有 
Mg) tt Angn( TX)P0, VIES, 

而 入 ,A 不 全 为 0 ,根据 定理 3.10, 这 与 (41) 有 解 巴 盾 , 不 
妨 设 46=1,L(z. 2) 二 f(z) -g(r) + AnBn(t), 

由 (43) 式 ,L(x,4) 之 a,YXES, 元 inf L(x,4) 之 a， 另 一 方 
而 ，WYWxXEXN，ZL(z,4) 达 f(z)， 又 有 infZ (x,4) 之 a。 所 以 ， 
infL(x,2X) 二 a， 由 定义 3.2,41 An 是 Kuhn-Tucker 乘 子 ， 

2) 存在 等 式 约束 的 情形 ， 这 时 等 式 约束 及,(x)=0 可 以 用 等 
价 的 不 等 式 约束 


hx)<0, —h,(r)<0, (44) 
代 末 ,于 是 得 到 与 (CP) 等 份 的 (CP,)， 
min f(zx) | 
St g(r)E0,1=1,* ,Mm, (45) 
(CP,) h(x)0,. 10， (46) 
—h,(r)A0, (47) 


4ES， 
应 用 1 的 推 证 (注意 应 用 定 理 3.10)，(CP,) 的 Kuhn-Tucker 滋 
子 是 使 函数 
f(x) 十 六 Si(Y) 十 马 HA 天 5 二) 


tisl 


+ ST h(x)] 
的 下 确 办 等 于 (CP,) 的 极 小 值 的 非 负 实数 2 2 
p19 ,Ws 但 (CP) 的 极 小 值 与 ‘CP,) 移 极 小 作 科 相同 ， 故 如 果 设 
= 一 1j 二 1 8; 于 是 4AmyH1， ps 是 (CP) 的 
Kuhn-Tucker 乘 子 .1 
例 4 研究 RI 中 的 (CP)， 
min 三 一 后 
st gi(€..62) = £0, 
g2(é1,62) 61— £0, 
S= RR?, 
显然 及 ={(0,0)}， 衣 z*”==(0,0) 是 (CP) 的 唯一 极 小 什 点 。 极 小 
值 是 0 ， 如 果 和 ,2 是 uhn-Tucksr 莱 王 , 则 
f (£1,€2) + Aifs Ce Asf olE1,62) 
61+ (hi As)Es + NEl>0, VE 
其 中 4, 宇 0，4; 守 0， 和 2 0， 这 显然 是 不 可 能 的 ， 故 
(CP) 的 Kuhn-Tucker 乘 子 不 在 在 。 可 以 验证 ， 在 可 行 解 集 并 中 
不 存在 满足 
gi(é€1,€2) <0, gslé1,62) <0, 
的 点 2 一 《61,62), 若 定理 3.15 的 条 件 不 满足 ， 
为 了 叙述 的 简洁 ， 在 后 面 的 三 个 定理 中 只 考 虐 不 等 式 约 束 的 
情形 ,这 时 Lagrange 贸 数 是 L(x ,4)。 
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定理 3.16 设 (CP) 的 航 小 值 不 是 -2 ， 存 在 mmEA，z1S 
1iS ,满足 
g(t) 0 i—1,.",m, (48) 
则 x*EX 是 (CP) 能 拉 小 伟 站 前 充分 必要 条 件 是 存在 非 负 实数 
各, Am; 满足 


Liv* ,AELE ,2), rES, (49) 
Ag(r*) 一 0， 1 (50) 


A= Ai ,Am), 
证 明 设 x* 是 (CP) 的 极 小 值 点 .根据 定理 3.15, 存 在 Kuhn- 
Tucker 张 子 和 1,…… 久 ,这 时 当然 有 
TOzt)<L(0z, 2)，wES， (51) 
因为 2*EX, 则 zx*ES,gi(z*) 志 0。 所 以 


Lgsi p= fr) Ag Ef (rt) SL zr*, 4), 
i=1 


(52) 
改 
f(z*) = L(x*,2), (53) 
Dag.(2*) =0. C54) 
因为 4 宇 0,g,(x*) 气 0, 则 由 (54) 式 得 
Agi(X*)=0, i=1,'**, Mm, (55) 


由 (51),(53) 式 知 (49) 式 成 立 ， 
设 zEX. 昌 (49),(50) 式 成 立 , 则 对 YaE 环 ， 有 
fF) + TD ABs) =L(, 2) 
iml 
>L(2*, 4)= f(s*). 
所 以 x* 是 (CP) 的 极 小 值 点 . 
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定理 3.17 设 定理 3.16 的 条 件 成 立 ，f (x), gi:(4*)，i=1， 
…,m, 是 R" 上 的 连续 西 阴 数 , 则 x* 是 (CP》 的 极 小 值 点 的 充分 
必要 条 件 是 存在 非 负 实 数 A1, 由 An， C3 EK*(v*) ;满足 


FEOF (x*) YY 2 Og.(2*), (856 
1.1 
A (Lt) 0 Ll MN, (57) 


其 中 R(x*)=-cone(,S 一 zr*), 
证 明 (49) 式 表明 ,x* 是 目标 函数 L(x,2) 关 干 * 在 西 集 
上 的 极 小 值 点 ， 因 为 4, 宇 0,gi(#*) 是 是 函数 , 故 (x,2) 是 是 连 红 
钞 数 ， 由 定理 3.5,L(x,4) 在 x* 达到 上 的 极 小 值 的 充分 必要 
条 件 是 
90.L(r*,A)NKI(r*)AT, (58) 
其 中 .L(x,2) 是 L(x,4) 作为 x 的 久 数 在 ?的 次 梯度 .而 


OL (x*,A) = Of (xz*)+ 本 .0g. (x*), 帮 存在 XEEKS(z*)， 满 
是 
FE0f (2*) + 1Ogi(zt)， (59) 
故 由 定理 3.16,x* 是 (CP) 的 极 小 值 点 的 充分 必要 条 件 是 (56)， 
(57) 式 成 立 . 上 
定理 3.18 设 f(z), g(r) t=1,*. ,m, 是 Rh" 上 的 上 廿 连续 


邹 数 ,zx* 是 (CP) 的 极 小 值 点 , 则 存在 不 全 为 0 的 非 负 实数 久之 0， 
$=0,1,.. “1m, 太 EO (r+*) ,EOf (rT*) ,满足 


MB i DARE KICL*), (60) 
ixwl 
AiBiX*) 0, t=1,* "Mm, (61) 


Af (zr*)=0, 
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证 明 设 X,={z|g,(z)<<0},i=1, ,mm, 全 {x|f (zx) 
0}， 则 


x=( 站 X, jns. 


设 x* 是 (CP) 的 极 小 值 点 , 则 由 定理 3.7 ,存在 
ZEKE (2*), ZsE Ks(r*), FEOf (x*), 
及 4 之 0, 满 足 
XAF= 元 ,十 元 9 (62) 
其 中 4,=0 用 ， WigTs 不 同时 为 零 向 量 。 
因为 y*cx ,这 时 有 两 种 可 能 ， 
1) 存在 2+,g.(Y)<0, 由 第 三 章 定 理 1.8 可 知 
林 
kret) | Et 0, 
‘coneOg (x*) g(r*)- 0., 
` 2) 不 存在 7x, 使 g,(x)<<0, 则 由 定理 3.3,9E90g,(x*)， 
于 是 可 以 分 为 两 种 情形 讨论 
1) 对 所 有 总 和 在 某 个 多 ,8.(X) 之 0, 政 (63) 式 成 立 ， 这 时 设 


(63) 


Ti A A0, XioE Ug wv*), (64) 
Kg = 
同时 满足 
Ag xt)=0, 11, Mm, (65) 


即 g(x*)<0 时 ，4;，0:g8(w*) -0 时 ,2 法 0， 因为 xz*E 久 ,时 ， 
可 按 相似 办 法 得 4of (wx*) =0, 故 将 (64) 式 代入 (62) 式 得 

MToot Migt + AnTno Ey, (66) 
ioEOgi(zy) TE RICT*), To EOF (wv*), 


A=0, AE TY) 0, i=1, ,Mm, (67) | 
MoE0, Mf (x*)=0, (68) 
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因为 和 一 0 时 ,5 天 不 同时 为 零 向 最 ,所 以 4; 不 全 为 0, 故 (60). 
(61) 式 成 立 , 

2) 设 对 某 个 i, 不 存在 xz, 使 gi,(7)<0, 则 GEOfi(x*)， 这 
时 设 4 一 1 Wig 一 0, 而 i 时 A 0,Ts 0. 这 时 (因为 对 f(x) 
可 相似 确定 4。 及 #60)(66)-(68) 式 仍 成 立 , 故 定理 结论 成 立 , | 

iii) 可 微 假 设 下 的 最 优 性 条 件 

i) 中 讨论 的 最 优 性 詹 件 ,都 没有 假设 目标 函数 及 约束 函数 的 
可 微 性 ， 我 们 将 会 看 到 ,在 可 微 的 假设 下 ,本 章 § 2 所 讨 沦 过 的 其 
些 必要 条 件 也 是 充分 的 。 


研究 庙 强 对 


PIE 
min fiw) 
St gi(4)E0, i=1,**,m, (69) 
(CP) 
jz) 0, j=1,.'",D, (70) 
ES, 


其 中 5 是 ER" 中 的 非 室 是 集 , f(x),g;(7),i=1,*",m, 是 R* 上 
的 可 身上 晤 函数 ,和 (zx) 是 BR*" 上 的 仿 射 清 数 ,j 二 1 yp， 
h(t)=: ae, —b,, T= 61 Ei), (71} 
kl 
Qjrs2, 是 实数 ， 
定理 3.19 对 于 (69),(70; 式 的 (CP), 如 果 存 在 Xx* 忆 六 ,1， 
i 


VC =V/(z*) 十 Ave(r*) 


i=1 
， . 
十 Suvh,(r*) =0, (72) 
2=1 


Mg RE) 0, bil, ,ms (73) 


* 264. 


4; 之 0， 
基 x* 是 (CP) 的 极 小 值 点 . 
证 明 vyxE€X 半 , 则 
f(x) 之 f(z)+ > Aigi(4) 十 3 h,(%), (74) 


故 由 次 梯度 不 等 式 ，(74) 式 变 成 


flr) (rt) VIL), rs*) + 2 MBi(r*) 


i 三 1 
m 多 
、 ， TT, 
+ DAVE (LY, vt DAN,(v*) 
i=1 j=1 


+ 1 CVh, (vt) ,ro— r+*>, 
浙 调 整 右边 的 次 序 ， 有 


fOr f Cr*) Dn Ag Tt) Dnsh,(r*) 


i 一】 


+ 《Vf (re*) 2 MVE (rv*) 


Eu VDh, (rt) ,sv*). 


考虑 到 (72),(73) 式 及 zx* 的 可 行 性 ,得 
f(r)f(x*), 
定义 3.3 对 于 (CP) ,如 果 在 在 XEX, 满 足 
ECZ)<0 i= Mm, (75) 
h(x)=0, j=1,..*,p, (70) 
划 称 CCP 是 强 粗 容 的 ,或 满足 Slater 条 件 ， 
定理 3.20 设 问 量 组 ai 一 (ai 二 1 ，D， 线 
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性 无 闫 ,其 中 aj; 由 (71) 式 决定 ，(CP) 强 相 容 ， 如 果 zx* 是 (CP) 
的 极 小 值 点 , 则 存在 hi, 四 Am His “Hy 满足 


VsL(r*,A, 4) =vVf(r*) 十 DAve(r*) 


Ta 上 


» 
+ Duvh(r*)—0, (77) 
dl 
Aigi(x*)=0, 1 一 站， (78) 
4 ;之 0. 


证 明 因为 f(x),g(z),i=1, ,Mm, hs),)=1l,'.*,D 
的 可 微 性 ,由 第 三 章 定 理 3.6, 知 f(x),， g(x), i=1,'**， mm， 
ji(t) ,Jj 二 1,，… ,Dp 一 阶 连续 可 微 ， 这 满 踪 定 理 2.9’ 的 条 件 ,所 以 
存在 不 全 为 0 的 实数 a,,a1,，…' ,am, 忆 1,''' ,By 满足 


mm Pp 


QV TY) FD) ave(rY) 2 HVh(r*)=0, (79) 
il jl 
aigi(zr) 一 0， 2 一 1， (80) 
ai>0. 


如 果 qo 之 0, 内 要 令 六 =aijcoi 一 1 用， 一 有 /ao 一 
1,………,2D ,定理 的 结论 自然 成 立 ， 

假设 ge=0, 这 将 导出 矛盾 ， 分 两 种 情形 . 

1) co=0ai an 不 多 为 0. 令 co 满足 (75), (76) 式 ， 则 
因为 SCZ) 是 西欧 数 , 故 由 (79),(80) 式 ,有 


> Qigi(T0) 之 》， QiSi029) 
1 


iml 
mm 
十 (》， CRAVE 
i=1 
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EE 
~ Tt _ 
YVR*) ,rot*) 
y=1 


> Rh Crt) h(t)]=0, (81) 
但 gi(X0) <0,i—1,. 1 ai>0,7 1,.: :,m, 且 a; 不 全 为 0， 


故 >， aiei(zo)<0, 这 与 (81) 式 巴 盾 ， 


i=1 
2) Qo 0,0=0,7=1, "+ ,Mm, 这 时 Bj;,j=1,* ,nD 不 全 为 
0. 于 是 (79) 式 变 成 
> pivh,(x*)=0, 


#=l 


全 
> piass=0, k=1,...,%n, (82) 
一 1 


(82) 式 表明 向 量 组 a, 一 (Gin Ga) 7 一 1， ”有 线性 相关 ， 
与 已 知 条 件 {a,} 线 性 无 关 了 矛盾 . 
故 a6 只 能 大 于 0， 如 关 所 述 ,定理 的 结论 成 立 ， 量 


§ 4 对偶 问题 与 鞍点 条 件 


作为 一 类 约束 极 值 问题 ， 存 在 另 一 类 与 之 联系 十 分 紧密 的 极 
值 问 题 ， 在 一 定 的 条 件 下 ,两 类 问题 具有 相等 的 最 优 目 标 函 数值 ， 
而 且 可 以 通过 求解 一 类 问题 而 得 到 另 一 类 问题 的 解答 ， 读 者 已 在 
线性 规划 及 其 对 偶 规 划 中 了 解 到 这 一 点 ， 我 们 将 这 两 类 约束 极 值 
问题 称 为 原始 问题 和 对 偶 问 题 ， 

在 最 优化 理论 的 发 展 过 程 中 ,出 现 过 不 同形 式 的 对 偶 问 题 .这 
一 节 叙 述 Lagrange 对 偶 问 题 的 有 关 结 果 ， 素 实 已 经 证 明 ,这 种 对 
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侦 理 论 已 让 祥 展 最 优化 算法 等 方面 发 挥 了 重大 影响 . 
1. Iagrange 对 全 问题 


设 已 积 (NLP)， 
min f(z) 
(NLP) St g(x)<0. 1 7 (1} 
h(x) 0,j=1,."*,p, (2) 
TEN., 


令 DA,1) =inf{f (7) 十 2 Agi(x)+ 2 Hhs(r)}, 


其 中 (4A) ,二 (Hy); 仿 以 六 表 未 可 行 解 集 ， 
定义 4.1 称 
max DA, 1) 
(DNLP) 
st A=0. 
是 (NLP) 的 Lagrange 对 侦 问 题 (DNLP)， 而 (NLP) 称 为 原始 癌 
题 ， 
例 1 研究 天 中 的 (NLP)， 
min 三 (人 
st —éi—és+4<0, 
一 51 0, 
一 纪委 0. 
其 极 小 值 点 x*= (2,2), f(r*)=:8, J 
令 g (£1,62)= E66 74, S={(8, ,£2) 18>0,5,>0}. 
则 
DA) =inf {i 7 AS +t4) | :0,60} 
一 inf{ 生 一 人 | 和 之 0 +inf {62 一 45.4215, 守 0} 
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{2 4 A>0, 


44 A4<0. 

B(4) 是 四 水 数 ，4 尖 0 时 极 大 值 在 4*=4 取得， 外 (和 #) 一 8， 这 是 
(DNLP) 的 结果 . 

从 例 1 已 经 看 出 ， 原 始 问题 与 对 个 问 题 的 最 优 目标 函数 值 是 
相等 的 ， 在 一 般 情况 下 ， 需 要 一 定 的 条 件 才能 保证 做 到 这 一 点 ， 

定理 4.1 ( 弱 对 侦 定理 ) 设 了 是 (NLP) 的 可 行 解 ，4, 4 是 
(DNLP) 的 可 行 解 , 则 

f(z)D(A.n). (3) 

证 明 因为 FEX, 政 gg(X)0,7=1. ,mh,(X) 4， 
j=1, Pp， 且 4 二 (4,… hm) 记 0， 于 是 由 四 (4 ,14) 的 定义 ， 
下 、 


m 2 
D(A)=inf {f (x) So gr) Puhr) res} 
i- 了 = 


m ? 
fz) 十 2 Aigi( 克 ) 十 Dnsh(E) 
im i=l 


FTE), 
即 (3) 成 立 。 鼻 
推论 4.1.1 在 (NLP) 和 (DNLP? 中 ,有 
inf{f (x)|lw EX}Esup{B(A, DO {4) 
证 明 留 给 读者 . 
推论 4.1.2 如 果 在 (NLP) 及 (DNLP) 中 , 有 (#)<<@B (4， 
F), 其 中 2 之 0, EX。， 则 55 是 (NLP) 的 极 小 值 点 , 4, 有 是 
CDNLP) 的 极 大 值 点 。 
证 明 留 给 读者 . 
推论 4.1.3 在 (NLP) 及 (DNLP) 中， 如 果 inf f(x) = 
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一 ce , 则 对 Y4 守 0, 史 (4,4) 一 -00; 和 如果 sup PDAsR DT 


(NLP) 没 有 可 行 解 (X = 2)， 
池 明 加 法 
例 2 研究 ?的 (NLP). 
min f(8,8)=—2 £6,+8, 
st E+é2—3=0, 
(E11,62) ES. 
其 中 .5S ={(0,0),(0,4),(4,4), (4,0),(1,2),(2,1)}. 
容易 验证 (他 ， 蝶 )=(2,1) 是 原始 问题 的 极 小 值 点 ，f (81, 8*) 
DL)=min{—2 6 été + E83)| (6, £2) ES} 


一 4+5A A—1, 
-| -+ 一 1 /4 扩 2， 
—34L 之 2。 


对 偶 问 题 的 极 大 值 点 是 px* 2， 多 (14")= 一 6 

这 个 例子 志明 ，(NLP) 与 (DNLP) 的 最 优 具 标 函 数值 不 一 

定义 4.2 如果 原 始 问题 的 最 优 目标 国 数 值 大 于 对 偶 问 题 的 
最 优 目标 半 数值 、 则 称 存在 对 偶 问 阶 ， 

由 以 上 定义 例 2 存 在 对 偶 问 随 ， 

下 面 的 定理 考 明 ， 在 目标 函数 及 约束 函数 的 凸 性 条 件 下 ， 对 
偶 间 隙 总 可 以 消除 的 ， 

定理 4.2( 强 对 偶 定 理 ) 设 S 是 瑟 " 中 的 非 空 凸 集 ，f(z)， 
ET 1 一 1 分 别 是 RR" 上 的 而 刺 数 和 
仿 玛 涪 数 。 如 时 Slater 条 件 成 并 , 即 站 在 ZEX,g,(F)<0,i=1， 
"oh (Fz) -0,7=1,* ,pH OEint C, C={(h(s),，**, 
h(x))|x EEX}, 则 
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inff(z) = supP(4, 1). (5) 
如 果 inff (x) 有 限 ， bu SP 四 (4,1) 在 (2* ,A") 达 到 ,和 之 9， 


如 果 inf f(x) 在 x* 达到 , 则 2 MY8i(2#+) 一 0， 和 一 (位 
rEX i=1 


A (CA 


证 明 令 inff (+)=a. 


如 果 a= 一品 , 则 由 推论 4.1.3, sup P(A,H)=—%, 


故 (5) 式 成 立 ， 

设 c 有 限 . 这 时 不 等 式 及 方程 组 
f(r)—a<0,g(r)0,i=1,..* ,Mm, 
h(x)~—=0,j=1,'',Dp,XEX, 

无 解 ， 根据 定理 3.13. 存 在 不 全 为 0 实数 aj; 宇 0,i=0, 1 ,7， 
Bi,j 王 1,"… ,PD, 对 于 WrEX, 有 


3 


ao(f (t+)—a) td agi(r)- Ph (sr)>0. (6) 
1 一 上 


sl 


假设 a,=-0, 由 Slater 条 件 ,(6) 式 变 为 


Djagi(r)>0. 
一] 


但 应 有 > aigi(z) 挟 0, 故 ai=-0,1 一 1 ， Mm. 故 (6) 式 为 


i=1 


2 Bih,(x)>0,yrE RX, (7) 
因为 cintC ， 喜 可 以 取 一 个 +E 所， 使 (h(x)， "“**y ht)) = 
一 RON)RD>0， 对 这 个 xX,(7) 式 成 为 
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Bhi(r) = 7 9:>0, (8) 


了 一 】 
0 一 0 一 1 2D， 这 与 ci 一 0,1，……mp 一 1 2， 
:全 为 0 耶 盾 ， 所 以 co>0. 
令 A*=aifosi=l,' "mMm, Lr=p,/00,j=1,.**,p, 
风 (6) 式 变 成 


at 


直 
全 


了 (z) 十 工 Atgi (4) + PD phi(r)>a, YrER,. (9) 


i=wl i=1 


4 
Pun 


Bt, pt) inf {f (1) + 并 hrgi(z) 


i=1 
2» 

+ Durh(r)|r EX}a. 
3=1 


所 推论 4.1.2, 得 DB(2” ,1*) =， 故 (44，A) 为 对 偶 问题 的 最 优 
解 。 

景 后 , 设 是 原始 问题 的 解 ， 即 Bi ) 委 0， i 二 1,*，**,m， 
jz 一 0 一 1 ,D(x*)=a。 在 (9) 中 令 5=z*, 则 有 


2 Mtgi( r+) 0, 


i=1 


Arei(r*)<0, 故 半 人 g(x*)=0,. 1 


i=l1 isl 
2。 鞍点 问题 
定义 4.3 设 b(z,y) 是 XE R",yE RR” 的 实 冰 数 ,点 (ZT,7) 
满足 :对 VX EB",Yyy ER", 有 
PEYI EP FTIEY SR, Y), (10) 
则 称 (5, 了 ) 是 多 zy) 的 款 点 。 
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定义 4.4 -对 于 (NLP), 如 果 F ER",AER",AER’',A>0, 


mm 卫 
全 Lagrange 的 数 工 (z 1) = f(z): > Ag (rT) Dh; h(x) 


i=1 i=1 
满足 :对 VER"VAER VER7 4220 有 
L(A MELT A LLL(r, A,L), (11) 
则 称 (F,4,F) 是 工 (+ ,40 的 能 点 , 求 工 za 的 鞍点 问题 称 
为 (SP) ,其 中 4= (Ma (CA 
Hp R= L,). | 
定理 4.3 如 果 (Z,4，, 万 是 (SP) 的 解 , 则 志和 14, 分 别 是 


(NLP) 和 (DNLP) 的 解 . 
证 明 设 (Fz,4, 有 ) 是 (SP) 的 解 ,由 (11) 式 知 
1 (EB) 1 Ag (7T) DO uh,(F) ES (x) 
i= 1 s=1 
+ Yb Ae(x) > 元 yi (FEF() :DXgs) 
i=1 #1 了 
十 hit). (12) 


由 (12) 式 左边 的 不 等 式 , 对 于 yA4E R",2 之 6,Y4E BR" 有 


4 A) EF)+ Din, ;h(t)<0. (13) 
下 面 证明 有 ( 鳌 ): 0.7 ==1，… 
设 对 于 满足 1 所 kp 的 一 个 ,h(E) 之 0, 则 在 (13) 式 中 左 
这 今 Di= A t= M,N jk, La 三 十 1, 得 到 与 (13) 
式 闻 盾 的 结 


(hi~ A gi (i) Du) h(E)>0, 


sw=l1 s=1 


如 果 x( 却 )<0, 同 样 有 子 盾 的 结果 , 故 hb;(3) = 二 0,j 一 1,，…，, 7. 

设 尼 = 证 从 (13) 式 葡 得 
gi( 五 ) 委 0。 重 复 这 个 过 程 , 得 gi() 妇 0，i 一 2， 加。 所 以 元 E 
了 X， 


在 (13) 式 中 如 果 令 406， 又 得 一 蕊 Zig, (TK)0， 但 2 由 


0,g.(F)0,i=1, em 所 以 ) 7298.() 一 0， 因而 
i=- 1 


Ag(F)=0,i=1,. ,Mm. (14) 
由 (12) 式 右边 的 不 等 式 及 上 面 所 证 的 结果 ， 有 


fF Cr) Ap(w) i Dh (ys). (15) 
1 1 j= 


如 果 7EX, 妈 (Cx) (CE) 0 1 mj 1 D, 
则 
f(x). f(r), 
故 主 是 (NLP) 的 极 小 值 点 ， 而 从 (10) 式 又 表示 
了 (天 ) 委 四 (2 , 忆 ) . 
而 4 之 9, 根据 推论 4.1.2,4,7 是 (DNLP) 的 景 优 解 . | 
定理 4.4 设 S 是 ER" 中 的 非 空 山 集 . f(r), gi(7Y), i=1， 
…,m 是 R*" 上 的 凸 消 数 ,h(x) 是 R" 上 的 仿 射 漳 数 ,j==1,……， 
Dp， 又 设 Slater 条 件 成 立 .ge intC ,C= {f(r) ,h(xw))|x 
EX}， 如 果 5 是 (NLP) 的 极 小 值 点 , 则 存在 4 =(4，……，4n) 
污 9 ,= 二 (Zi, 了 9) ;使 (和 ,17) 臣 (SP) 的 解 . 即 
LE AME LR, AL)LL(Y,A, LR), (16) 
且 
和 8 下 ) 一 0 一 1 (17) 
证 明 由 定理 4.2 还 明 的 前 半 部 分 知 存在 4= (4 Am) 
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疡 0, 有 一 (2 ) 对 于 YXEX， 有 


了 (五 ) 雪 (zz) T+ > Si(Z) + hs) 


sml 


=L(s,A, A). (18) 


i=l 
p， 故 
f(F)=f(7) 和 (本 Tanz)=L(E,A, 7) 
1 一] =1 


但 EACDEAN EDE TE 和 :=1……:D, 又 有 
LE,A, 1) = f (4) > 7208 (FT) ~ Vuh,(x) 
i=1 z= 1 


fT Yh),i=1, (20) 
结合 (18)- 2D) 式 1 得 (16) 式 ， (TD) 并 志 闻 ， | 
下 面 两 个 定理 计 论 了 芝 点 条 件 与 8 2 的 Kuhn-Tucker 条 件 
的 关系 . 
定理 4.5 在 人 下 设 下 人 本 人 
上 的 可 微 是 消 数 ,六 (7) 711 ,Pp; 是 R" 上 的 仿 射 淆 数 ， 如 果 
FEX 满怀 Kuhn Tucker 条 件 , 即 存在 =(21，*，…*， hn) 之 9， 
正三 (满足 


Vf (x)+ DZiVes (FZ) 二 Drvh, (FZ)=0, (21) 
1 一 j=1 
Ag (I)=0,i=1,* ,mMm, (22) 
则 (了 .4 二) 是 (SP) 的 解 ， 
证 角 肯 f(r) ,gr) RE)， j=1, “""， 2 的 


山 性 及 可 微 性 知 .对 vx EE, 有 


T(x Ef(F) + VIE), 7— ZE), (23) 
g(r)>g(F) Tt VEg(F), rT—T), (24) 
hx)=h, (x) + VvVh; (RT),T—i), (25) 


用 7, 乘 (24) ,7 乘 (25) ,再 与 (23) 相 加 ,得 


f (x) Dae, (x) 十 之， 大 到 (77) 


L(A,R)<L(r,A, A). (26) 
-但 gl) 0 二 1 ,mhh;( 环 ) 二 0,7 二 1,"**，,P; 又 有 
L(A ELE, A NR) YA=(A, ,dn) 0. (27) 
合 (26),(27) 式 知 (T,4,Z) 是 (SP) 的 解 ，| 
定理 4.6 在 (NLP) 中 , 设 f(x), g(x),1i=1,， 
h(x) ,j=1,.… ,Pp 是 BR" ee 靖 数 。 如果 (Z3，4, 立 ) 是 (SP) 
的 解 , 则 BZ(Z) 站 T(z) 二 名 


VL(E,A, ER)= VI(E)+ yAve, (7) 
i=1 


+ IVR (T)=0, (28) 
iml - 
Zigi(E)=0,A0,i=1,..",m, (29) 
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其 中 瑟 (z), 玉 (z) 的 定义 见 定义 2.4， : 
: 证明 ”在 定理 4.3 已 经 汪 明 , 如 果 (,X, 玉 ) 是 (SP) 的 解 , 则 
58 五) 一 0 一 1 名 , 即 (29) 成 立 ， 由 (SP) 的 解 的 定义 , 自 
然 有 ,之 0,i=1,， 
由 定义 4， sa 式 右边 的 不 等 式 ， 对 每 一 个 YE R", 当 a 
之 0 充分 小 时 ， 有 
LB MR)ELE tay, 4,B). 


故 
L(T+ay,A 4 Ls, 4， 1) > , “(30) 
在 &>0 肝 取 杷 限 ， 得 
(VeL(F,4,7),y)>0. (31) 


考虑 到 y 在 R" 的 任意 性 ,得 (28) 式 由 定理 2.6, 得 
BANF(7)-G. 1 
从 上 面 的 两 个 定理 表明 , 在 凸 性 的 条 件 下 , 如 果 了 是 Kuhn- 
Tucker 点 , 则 Kuhn-Tucker 条件 中 的 Lagrange 乘 子 也 是 鞍点 条 
件 中 的 乘 子 ， 反 之 ,鞍点 条 件 中 的 乘 子 是 Euhn-Tucker 条 件 中 的 
Lagrange 乘 子 . 
3. w(x,y) 的 极 小 一 极 大 问题 . 
定义 4.5 设 %(z,y) 如 定义 4.3, 求 函数 %(z,y) 关于 zx 的 
极 小 值 及 关于 y 的 极 大 值 的 问题 称 为 多 (*，yY) 的 极 小 一 极 大 问 
题 . 
定理 4.7 设 %(z,y) 是 两 个 变 癌 量 sE€DCR" 和 YEEC 
”的 实 范 数 ， 则 
max min $2,y)<min max PT,Y), (32) 
只 要 (32) 式 的 极 小 和 极 大 存在 ， 
证 明 对 于 任意 图 定 的 yE EB， 有 
min PT INSP, YI) (33) 
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相似 地 ,对 任意 固定 的 xED, 有 
ps,y) Emax pr,y). 


故 有 


min (x,y)<max yr,y). 
下 y€E 


进而 有 


max min y(z,y) min max p(x,y). 
yEF ED ED yyEF 


下 面 的 定理 说 明了 极 小 一 极 大 问题 与 磅 点 的 关系 ， 
定理 4.8 设 定理 4.7 的 条 件 成 立 ， 则 
max min y (2,y) = YF,7)=min max pr,y) 
的 等 价 条 件 是 (元 ,7) 是 %(z,y) 的 熔点 . 
证 明 设 (z,y) 是 y(x,y) 的 蒂 点 , 则 由 定义 4.3, 有 
max YZ, YE E,Y) Emin y (x,y). 


min max (x,y)<max (x,y), 
IED 二 天 YEE 
min yy,y) 近 max min g(x,y). 
ED YEE xED 


由 (37), (38),(39) 式 有 


min max (X,Y) EVE YEmax min py (ry), 
IED yEE yEE YED 


与 (32) 式 比较 ， 知 (36) 式 成 立 ， 
反之 , 设 (5,Y ) 满 足 
max pF,Y) 一 min max p(x,y), 
min p(x,y) =max min y(%,y), 
“ED yERF XED 
如 果 (36) 成 立 ， 见 
YE,Y) max pOF,Y) = YT.y) 


~ 


—min (wr,y)E$(r,y). 
ED 
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(34) 


(35) 


(386) 


(37) 


(38) 
(39) 


(40) 


(41) 


(42) 


故 ( 却 ,7) 是 9%(zy) 的 鞍点 ， 上 | 


。 证 明 推 伦 1.2.1， 
. 证明 定理 1.4。 
.证 明定 理 1.5。 
. 证 明定 理 1.7, 
.证明 推论 1.9.1. 
。 证 明定 理 1.10. 
.证 明定 理 1.11, 
。 证 明 推 论 1.12.1. 
。 证 明定 理 2.4. 
， 研究 无 约束 极 值 问 题 ; 
minf(x)=&, E62 ED Eetl, v=(£,£,). 

写 出 一 阶 必 要 条 件 。 这 个 条 件 对 最 优 姓 是 否 充分 ? 为 什么 ? 

2) 去 =(0,0) 是 否 为 极 小 值 点 和 如果 不 是 , 找 出 谓 数 减 小 的 一 个 方向 y。 

3) 由 z=(0,0) 出 发 , 沿 2) 所 找 出 的 方向 y 求 租 标 地 数 的 极 小 值 。 

11. 研究 约束 极 值 问题 . 

min fz) 
s.t + (6,~—1):<1, 
:E07 = (é,6,). 

投了 =(0,0). 求 一 个 f(x), 使 在 ,及 (Z)N F(Z)= 名 ,但 不 是 上 述 问 
题 的 极 小 值 点 。 

12. 研究 (NLP): 

min fxz) 一 (和 一 3 六 十 (6 一 全 
s.t 5 十 51 一 8 寺 0， 
2 ££ 0, r= (5,, 6), 

试 检验 x, 一 (2,2),r; 二 {2, 一 2) 是 否 满 足 定理 2.7 的 结论 ， 

13. 研究 (NLP); 


四 四 


性 
© 


[| 
A 


max f(z)=46+26, 
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st Elogéi—t,+1>0, 
£20， 
36.—2 6 21,7= (6,€), 
1) 证 明 不 存在 满足 Kuhn-Tucker 必要 条 御 和 的 点 EB 
2) 存在 满足 Fritz Zohn 必要 条 件 的 点 吗 ? 
14， 研 究 (NLP)， 


min f(s)=(& 3) + 一 2 


3 6 >0， 
E166, 
£0, 
E20,7= (6 ,£,). 
1) 写 出 它 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 ,并 验证 在 点 去 =( 了 ， 全 ) 这 个 条 
件 成 立 ， 
2) 证 明王 是 瞧 一 的 全 局 极 小 值 点 。 
15。. 研究 (NLP)， 
min f(x)=—36+6, 6, 
s,t 二 十 二 <0， 
—é1T26TE =0,7= (6 68,8) 
1) 写 出 它 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 。 
2) 用 上 述 条 件 求 出 局 部 极 小 值 点 。 
“ 16. 研究 线性 规划 问题 ， 
max 了 (fr)=25 十 3 人 
3 十 8 
一 志士 2 5:<S4， > 
£0， 
E20,7= (£6), 
) 写 出 它 的 攻 uhn-Tucker 必要 条 件 . 
2) 对 可 行 集 的 每 个 极点 ， 验 证 上 述 条 件 是 否 成 立 ， 并 由 此 求 出 极 大 值 
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”17. 研究 (NLP)， 
min f(x) 
s.t 2208ERR 
证 明 上 述 问题 的 Kuhn-Tuceker 必 溉 条件 是 ，; 
Vf xr*), r= 0, Vf (2*)20, 
其 中 x* 是 局 部 极 小 值 点 .。 
18. 研究 (NLP)， 
max f(x) 


st EX)0,i=1,..*,R, 


g(x)TO,iR+1,: 
h(x)=0. j=1,..*,p, 
试 叙 述 它 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 ， 
19, 研究 一 维 极 小 化 问题 ， 
min f(x+24a) 
s.t 4 之 0， 
其 中 是 R" 中 的 固定 点 ,1€ 是 已 知 的 非 直 方向. 
1) 设 fw) 可 微 ， 写 出 它 的 最 优 性 必要 条 件 . 这 个 条 件 充分 吗 ? 如 时 不 
是 ， 对 f(z) 作 什么 假定 可 以 使 必要 条 件 又 是 充分 条 件 ? 
2) 和 如果 人 了) 是 凸 函数 但 不 一 定 可 徽 ， 试 利用 次 梯度 写 出 一 个 最 亿 注 
要 条 件 
20. 已 知 (NLP); 

min f(x) 

St gr)EO0,i=1, ,MmM, . 
TEXI(E)={ilg(z)=0,i=1,.; ,Mm}. 设 f(4),g;(7),iETI(Z) 避 微 ， 
gi(w) ,iET(E) 是 出 国政 ，g,(X),i4#4 1(#) 连 续 。 研究 下 面 的 (LP)， 

min 《Vf(z),y> 
st 《VEE),YE0,1EIT(E). 

— 1 E12=1 1) 

如 果 y* 是 (LP) 的 最 优 解 ,对 应 目标 函数 值 为 2*。 
1) 证 明 2* 寺 0， 
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2) 如 果 Zr*<0, 证 明 存 在 6>0, 使 去 十 1y+ 对 每 个 AE (0,6) 都 可 行 ， 且 
1 (FT+Ay*) IF)., 

3) 和 如果 2* 二 0, 证 峭 元 满足 Kuhn-Tucker 必要 条 件 ， 

21. 设 ceER*,5EB", 4 是 ;xn 条 阵 , 卫 为 4 阶 正定 和 矩阵， 研究 下 喜 


两 个 问题 ， 


(Pp1) min C0)4)+ Cr Hs) 
St Ar<:b, 
(P 2) min 《有 y》 十 二 (yyGy》 
s.t Jy 祈 0, 


黄 中 GA8m1A*,h=AH-ic 十 5， 试 讨论 (P 1) 和 (P 2) 的 Kuhn-Tueker 必 
要 条 件 的 关系 。 


22. 已 知 : 
(P1) min f(z) 
st gEO IE1, ,mn, 
ESN, 


(P 2) min 了 (zy ， 
st《4i(CS(Z) gn)) EO, 
TES,A=(N, ,An), 
试 研究 (P 1) 和 (P 2) 的 极 小 值 点 与 Kuhn-Tucker 必要 条 件 的 关系 ， 
23. 已 知 (INLP): 
min f(x)= (ce, 2 
St gt)>0,1=1,. ,ns 
其 中 c= (cen) 天 9，gi(z) 可 敌 ， 如 果 zs* 是 极 小 值 点 , 且 在 we* 一 阶 约 
束 规 格 成 立 , 证 明 T(z*)x0. 
24. 证 明正 切 锥 是 闭 锥 , 
25. 在 定理 2.13 中 证 明 T(x)Coa'(x), 
26. 祈 究 (CP)， 
min f(x) 
Sot ESN, 
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其 中 f(z) 是 R* 上 的 实 值 凸 函 数 。 SCR" 是非 空 凸 集 。 D(5) 是 8 在 3 的 
可 行 方向 锥 . 证 明 是 (CP) 的 极 小 值 的 充分 必要 条 件 是 了 (3:4) 宇 0, Yd E 
D(z). 

27. 证明 推论 3.3.1. 

28。 证 明定 理 3.4 的 3)、4),5)。 

29， 证 明 推论 3.8.1。 

30. 证 明定 理 3.13， 

31. 研究 二 次 规划 问题 


min 《Cpt) 0) 


(QP) 
St 47Y>>p。 
其 中 C 是 % 阶 半 正 定 矩 阵 ，pER"，A4 是 mxn 和 矩阵 ，bER"， 证 明 z* 是 
《QP) 的 极 小 值 点 的 充分 必要 条 件 是 存在 wu* ER” ,满足 ， 
CO*zx++p—A*u=0, 
Ax 守 Bb， 
Cu, Ar» = u,b», 
4 >0。 
32. 设 jz,y) 是 书 … ”上 的 可 微 目 国 数 ,zER"，yER"r。4 是 和 nx 
扼 阵 ,CO 是 17x 和 mn 和 拢 阵 , ER"dER， 证 明 w*,y* 是 约束 极 值 问题 
min flx,y) 
s.t dx 之 D， 
cy 之 d。 
的 极 小 值 点 的 充分 必要 条 件 是 : 
1) z* 是 约束 极 值 问题 


min f(x,y*) 


st1 472D。 
的 极 小 值 点 ; 
2) y%* 是 约束 极 值 问题 
min f(zx*,y) 
$.t OCX 过 0 
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的 极 小 值 点 。 
33。 研究 (NLP)， 
min f(x)=& 
St 人 
1) 写 出 对 应 的 (CDNLP)。 证 明和 目标 盟 数 是 外贸 数 。 
2) 求 (NLP) 和 (DNLP) 的 解 。 比 较 它 们 的 且 标 值 、 
34. 已 知 下 列 (NLP) ,分 别 求 其 (SP) 的 解 ， 
1) min 站 D 一 (YY 一 1 一 2 7 


St 一 和 十 1 过 07E 下 。 
2) min flr)=—z 
s.t Ti0, 


12"0,xE RR, 


3) min f(r)=2 
st TO, 
YA0,ER, 
4) min flr) tes 
st 61 £0, 


EO T(E 6,), 
35. 设 %(z,y) 是 wy 的 可 微 函数 , x ER",yE R"”，y 之 4,F,Y 满足 ， 
Vy(t,Y)=0, 
VEy (x,Y) ,y=0, 
Vix, yAH, yO. 
bg(z,7) 是 z 的 西国 数 ，% (到 y) 是 y 的 加 函 数 , 证 明 ，Y 是 (zy) 的 远 
点 ,YY 之 9。 
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第 五 这 “广义 凸 函 芍 与 广义 西 规划 


作为 藤 后 一 党 ， 我 们 讨论 广义 凸 函 数 与 广义 凸 规划 问题 . 

担 二 十 多 年 来 ， 巧 性 理论 已 广泛 应 用 到 最 优化 的 各 个 领域 
中 .而 作为 景 优化 的 一 个 重要 分 支 的 数学 规划 ,影响 则 更 为 深远 . 
但 是 在 很 多 情况 下 ， 凸 性 对 于 数学 规划 的 结果 只 是 充分 条 件 而 远 
非 必 要 条 件 ， 同 时 ， 凸 分 析 中 很 多重 要 性 质 的 成 立 也 不 一 定 要 求 
所 讨论 的 档 数 是 三 (四 ) 函 数 ， 而 仅仅 需要 它 的 水 平 集 起 山 集 就 可 
以 了 ， 所 以 我 们 将 把 水 平 集 是 凸 集 鸡 久 数 作为 这 一 蒜 研 究 的 起 
点 ， 

广义 西 乌 是 数学 规划 研究 的 一 个 发 展 趋势 ， 因 为 研究 喇 集 和 
凸 膨 数 的 工具 在 推广 数学 规划 的 很 多 结果 时 常常 已经 足够 了 ， 所 
以 我 们 将 直接 推广 以 前 学 过 的 一 些 结果 ， 其 中 许多 类 似 的 结论 只 
到 出 来 而 将 其 证 天 略 去 。 有 兴趣 的 读 普 ， 可 以 查阅 书 来 所 列 的 参 
游 文 献 。 

第 一 个 研究 其 水 平 集 是 对 集 的 陋 数 的 学 者 是 B.De Finetti 
[203 ,他 没有 称 这 类 着 数 为 拟 凸 评 数 ,但 是 他 发 现 这 -类 级 数 包 揪 
所 有 凸 函 数 和 一 些 非 凸 函数 ，W.Fenchel 第 一 个 称 这 类 函数 为 拟 
凸 函 数 ， 并 且 比 较 系 统 地 研究 了 它 的 性 质 [17]， 较 旱地 利用 拟 岂 
沙 数 固有 的 结构 推广 西 函数 的 结果 的 是 H.Nikaido 用 Brouwer 的 
不 动 点 定理 推广 Yon Neumann 极 小 极 大 原理 [26-， 稍 后 , C.Be- 
rge 利用 Kakumani 定理 修改 了 Nash 和 Sion 的 定理 [10]. 

在 时 优化 方面 ，M.Slater 较 早 地 推广 了 Kuhn-Tucker 和 鞍点 等 
价 定理 [20]，K.].Arrow 和 A.C.Enthoven 在 1961 年 第 一 次 发 表 
处 理 拟 国 最 优化 问题 并 应 用 到 经 济 方 厂 的 文章 [31， 从 六 十 年 代 
来 期 并 始 ,从 于 广义 西 性 研究 的 学 者 逐渐 多 起 来 ,得 到 了 一 -系列 重 
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要 的 结果 ,其 中 比较 突出 的 是 B.Martos,L.Mangasarian, R.W,C- 
ottle,， J 了 .A.Ferland,J.P.Crouzeix 和 M.Auviel 等 人 的 工作 , 

$ 1 广义 凸 函 数 的 定义 和 性 质 

1. 拟 凸 函数 

定义 1.1 设 太 xz) 是 尽 " 上 的 实 依 汲 数 ， 如 果 对 于 每 -对 汶 足 
fxza)s xz) 的 眠 ri， 和 人 E 如 ， 有 

FE(1 一 9: 二 hz]<< jz 0 过 4 委 1， (1) 

则 称 f (x) 是 氢 凸 淆 数 ， 如 果 一 (是 季 曾 咒 数 ， 称 f(z) 号 拟 四 
晃 数 .如 果 f(w) 是 拟 是 函数 也 是 氢 轩 消 数 ， 则 称 (x) 是 拟 仿 射 
函数 . 

图 1 是 五 上 的 拟 凸 胃 数 和 拟 凶 二 数 的 列子 ， 


了 (z) Fz) 


(a) (5) 
图 1 五 上 的 拟 凸 函数 (9) 和 拟 周 靖 数 (2) 


定理 1.1 设 f(z) 是 R" 上 的 实 值 函 数 , 则 下 列 结论 外 此 等 价 ， 
1) f(x) 是 拟 凸 晃 数 . 
2) 对 于 vaE 下 ， 水 平 集 S(f ,a) = 二 {w ER'|f(r) 二 a} 是 同 


3) 在 (zw) 可 微 时 ,如 果 f (x;) 筷 x0) , 则 
Af (x1), Ts TE0, (2) 
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计 设 1 成 立 , 对 于 veERatzsESCfc)) 则 
了 (zs 和 wx，f xz) 生 a。 
因为 f(z) 是 拟 凸 函数 , 故 由 定义 1,1, 有 
ff(1—A)wi+Ars Ra, 0<AE1, (3) 
这 表示 (1 一 4)w1 二 Ax,ES(f,a), 所 以 5(f,a) 是 凸 集 ,2) 成 六 ， 
设 2) 成 立 , 即 对 于 YaER,SC1f,a) 是 凸 集 对 于 xzaE 
玉 "， 设 二 =maxLf(rD ,了 (42)], 则 x1,w2ES(f ,6), 于 是 有 
(i—Avt+Ar ES(f,a),0RAE1, 
所 以 有 . 
fi—Arit rs JEG =maxtf (zs), f(t2)], 0SASE1, (4) 
故 f(z) 是 拟 山 函数 ,1) 成 立 ， 所 以 1) ,2) 等 价 . 
设 1) 成 立 , 则 f(z,) 志 J(w1) 时 ,有 . 
f[(1—Avi +t AveEf (Yr) 0 委 4 乏 1， (5) 
但 因为 
f/(w1: vs—%1)= lim fix, 2 Ce 20 f(x1) 
=《Vf(X1), zz 一 417， 
所 以 ， 有 
《Vf (zi ,v2 £1 SE0, 
邑 3) 成 立 ， 
设 3) 成 立 ,假设 1 不 成 立 , 即 在 f(s2) 亿 f(z1) 时 ,存在 
vs=(1 一 A)xit+44;,0 之 A< 之 1, 有 


(xi)< x)., . (6) 
由 (2) 知 ,这 时 有 
《Vf(z3) 21 一 587 入 0， (7) 
《Vf (xs) ,ts— tS0, (8) 
于 是 可 得 1 
《Vf(z) ,7 一 1) 福 0， (9) 
《Vf (zs) ,81— £2 SE0, (10) 


由 (9),(10) 式 ,得 到 
《Vf (x3) ,Ti— x2) =0, (11) 
定义 | 
U={r|f(r)Sf st) ,r= ur t+ 1)r,. OLS1}. 
可 忆 求 出 中 距 +s 最 近 和 的 点 r。。， 由 中 全 定理 ,在 zo, zs 之 问 存在 了 
满足 
(zs) 一 (ro) + Vf 元 )，23 一 7Zo> 一 了 (ze) 十 


HoCVTf(zE) TsO— v1), (12) 
其 中 0<m 委 1， 于是， 有 
fxs)=f (x0) Au VI RE), 23 一 1)， (13) 


间 样 ,Zz 也 是 +1,x 的 同 组 合 . 且 (x0) 过 1(5). 进行 类 似 于 (6)- 
《11) 的 推 证 ， 有 
《Vf {FT) .zs 1) = 0. (14) 

靶 训 (13) 式 .了 (x9) 二 (ro) 所 f(z)， 这 与 (6) 式 矛盾 ， 所 以 了 
成 立 ,1) ,3) 等 价 . 8 

由 第 二 剖 定 理 1.8 及 其 后 的 说 明知 ,点 函数 是 拟 西 函数 ,而 拟 
凹 哆 数 不 一 定 是 凸 国 数 ， 

例 1 设 w(y) 是 R" 到 的 实 值 英 数 2(Y) 是 "到 "的 实 信 
向 时 水 数 ， 定 义 

C={r2:0,.%ER" lsupLu(y) ls, 2(y)><0]<+co}， 

f(z)=sup{u(y) |, v(y)>E0} ,7 EC, 


D.G.Luenberger 已 经 证 明 [22],C0 是 有 "中 的 凸 集 ，J (x) 是 C 上 的 
氢 让 哎 数 . 

凸 路 数 和 氢 凸 函数 之 间 有 许多 相似 的 性 质 ， 现 将 共有 关 和 集合 
英 系 .连续 性 .可 微 和 性 、 有 界 性 ,、 航 侍 ,不等式 等 方面 的 性 质 列 在 后 
画 |， 你 中心 (fa) 焉 示 水 平 集 {2|(#) 过 a} ,有 表示 (4) 的 Hesse 算 
阵 ， 而 称 
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0 vf(z)” 
-| 2 
是 f(z) 的 加 边 Hesse 矩 阵 . 
性 质 1 f(x) 是 凸 函数 的 等 价 条 件 是 epi 了 是 凸 集 . 
性 质 1 f(x) 是 拟 山 函数 的 等 价 条 件 是 S(f,a) 是 山 集 ， 
YaE 五， 
性 质 1 和 性 质 1 是 由 Fenchel 证 明和 的，[17]. 
性 质 2 f(x) 是 仿 射 函数 的 等 价 条 件 是 epif ,epi( 一 了 ) 是 凸 
性 质 2” f(x) 是 拟 仿 射 函 数 的 等 价 条 件 是 S(f ,a),S( 一 了 ， 
Q) 是 出 集 ，vya€ 县 . 
性 质 3 f(z) 是 仿 射 函 数 的 等 价 条件 是 集合 
{(z,1)1f (2)=4, LE RE} 
是 "+! 中 的 古 集 ， 
性 质 3” 设 f(x) 是 拟 仿 射 函数 ， 则 集合 
U={z|f(r)=L4,4€R} 
是 凸 集 ， 反 之 ,如 果 忆 是 凸 集 , (xz) 连续 , 则 函数 有 (x) 是 拟 仿 射 函 
数 ， 
在 性 质 3 中 ，jf(z) 连 续 的 条 件 是 必 不 可 少 的 。 


例 2 在 中， 设 
[0 (Fs Ze 
1<¢<2, 
f(z)=] 1 2<v<3, 
lo 其 他 ， 


当 4=( 时 ,Z=[0,1. 4=1 时 ,U=(2,3], 4=2 时,U=(1,2], 
4 关 0;,1,2 有 时 ,7 = 人 .可 以 检验 ,jz) 不 是 拟 凸 函数 ,而 它 在 z=1， 
2 处 发 生 间断 (图 2)， 
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图 2 


性 质 4 。 f(x) 是 凸 函 数 的 等 价 条 件 是 在 4 之 0,1=1,…,m， 


> ， 24; 二 1 了 时 ,有 


fAvi tit Anrn) EAFR) + + Anf (rt,). 
性 质 4。 f(x) 是 拟 凸 限 数 的 等 价 条 件 是 在 4 宇 0，i 二 1,…， 


mm, 2 1;=1 时 ,有 
fm 


fw tt Anrmn) max{f (zi) fxm)}. 

性 质 5 如 果 f(x) 是 上 是 冰 数 , 则 在 ri(dom 了 ) 的 每 一 个 紧 子 集 
上 f(x) 有 上 界 . 

性 质 5” 如 果 j(z) 是 拟 凸 函数 , 则 在 ri(dom 耻 ) 的 每 一 个 紧 
子 集 上 (x) 有 上 界 . 

性 质 5 的 证 明 见 [36]. 

性 质 8 如 果 jx) 是 凸 函 数 , 则 对 于 vcER,S (fc) 有 界 
的 等 价 条 件 是 存在 s*,3(f ,cx) 非 空 有 界 . 

性 质 6′ 设 jz) 是 拟 凸 施 数 ,如 果 SC 了 ,a) 非 空 有 界 ， 则 存 
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在 c*>a):3(f,c*) 有 界 。 

性 质 6 的 证 明 见 [20]. 

性 质 7 如 果 有 (7) 是 是 活 数 , 则 (x) 在 ri(domf) 上 连续 , 

性 质 7 如果 f(z) 是 氢 三 落 数 , 则 f(zw) 在 ri(domf) 上 几 

性 质 7' 最 先是 由 Deak 证 明 的 [20]， 

性 质 如 果 fxz) 是 凸 函 数 , 则 j(z:y) 在 ri(domf) 上 处 
处 存在 ， 

性 质 8 如果 f(z) 是 氢 同 函数 , 则 fj(z:y) 在 idomy) 上 
几乎 处 处 在 在 ， 

性 质 9 设 f(x) 在 R" 上 二 次 连续 可 微 , 则 (x) 是 凸 函 数 
的 等 价 条 件 是 (x) 的 Hesse 矩阵 立 在 R" 上 半 正 定 . 

性 质 8 设 f(x) 在 RR" 上 二 次 连续 可 微 ,iD,| 是 D 的 j 阶 
主子 式 , j=0,1,…，r,|Ds|=0， 如果 j(z) 在 RR?={xE BR,| 
% 庆 0} 上 是 拟 凸 函数 , 则 ] DD;] 志 0,j=1,… ,nw。 如 时 |D,| 过 0， 
jj 三 48 则 了 (zw) 在 RI 上 是 拟 山 函数 . 

K, J Arrow 和 A，C，Enthoven 以 稍为 不 同 的 形式 证 明了 
性 质 9/. [3], 

性 质 10 设 f(z) 在 R" 上 连续 可 微 , 则 f(x) 是 山 函 数 的 等 
价 条 件 是 

9)—f(r)vf(r),y—7). 

性 质 10′ 设 f(4) 在 R" 上 连续 可 微 , 则 f(x) 是 拟 凸 函数 

的 睾 价 条 件 是 当 f(y) 志 J(x) 时 ,有 
《VCz),y 一 > 委 0。 

性 质 11 设 帮 (xz) 是 已 "上 的 凸 函 数 , 则 了 (z) 的 每 一 个 局 部 
极 小 值 也 是 整体 极 小 值 . 

性 质 11 设 f(z) 是 五 " 上 的 拟 凸 函数, 则 f(z) 的 局 部 极 
小 值 是 整体 极 小 值 ,或 在 局 部 极 小 值 点 的 一 个 领域 内 了 Cx) 是 党 
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在 8 2 将 证 明 性 质 11”。 

性 质 12 凸 函 数 f(z) 的 极 小 党 是 凸 集 ， 

性 质 12′ 拟 凸 函数 jz) 的 极 小 集 是 四 集 ， 

性 质 12 和 性 质 12' 是 由 凸 函 数 和 拟 巧 函 数 的 水 平 集 是 凸 集 
这 个 事实 得 来 的 ,因为 

{x*|f (2*)SEf(r), ZE BR 二 牛人" f(x")<f(r)}., 

性 质 13 设 、 了 分 别 是 R"、R" 中 的 紧 缴 子 集 , f(w,y) 是 
从 于 甸 了 到 BE 的 实 值 隧 数 . 对 每 一 个 yE 了 ,f(x,y) 是 x 的 止 函 
数 ， 对 每 一 个 XE 了, 了 f(z,y) 是 y 的 凸 函数 ， f(x,y) 连 续 , 则 
f(z,y) 存 在 挝 点 (x*,y*)E XDY. 

性 质 13 设 和 .了 分 别 是 R"、R" 中 的 紧 织 子 集 ,1(x,Y) 是 
从 和 7 到 下 的 实 值 国 数 ， 对 每 一 个 YEY 了 ,f(x,y) 是 z 的 拟 
嫂 函 数 且 上 半 连 续 ， 对 每 一 个 zEX,f(z,y) 是 y 的 所 西国 数 且 
下 半 连 续 , 则 f(x,y) 存 在 蒂 点 (zx*,y*)E XY. 

性 质 13 就 是 Von Neumann 远 点 存在 定理 ， 性 质 13’ 是 它 
的 推广 ， 其 证 明 见 [10],[20]. 

性 质 14 设 f(x) 是 R" 上 的 山 函 数 , (0) 所 0, 则 有 

(4z) 生 4810zr), 0KAZI. 

性 质 14 设 jz) 是 R" 上 的 拟 凸 函数 , f(x) 宇 1(9), 则 有 

f(Ar) 人 SIF) ,0RAEL, 

这 个 性 质 称 为 压缩 性 质 ， 

性 质 15 设 f(z) 是 R" 上 的 上 省 池 数 , 7j(0) 一 0，4E 忌 , 则 
&g(2)=(4zy)/4 在 4>0 时 是 单调 增加 的 . 

性 质 15′” 设 f(z) 是 8" 上 的 拟 西 函数 , (x) 之 f (0),4E RR， 
则 g(4)=f(4x) 在 4 宇 0 时 单调 增加 . 

性 质 15 是 由 Beckenbach 和 Bellman 证 明 的 ，[20]， 性 质 
15/ 作 为 其 推广 而 直接 得 到 ， 
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性 质 16 f(z) 是 R* 上 的 晤 函数 的 等 价 条 件 是 对 于 Vx,y， 
g(4)= 了 [(1 一 和 )s+4y] 是 在 [0,1] 上 的 由 函数 . 

性 质 16 7(z) 是 R*" 上 的 拟 四 函数 的 等 价 条 件 是 对 于 Y <， 
y,&E(1)= 夺 (1 一 5+ 和 y] 是 在 [0,1] 上 的 拟 凸 函 数 ， 

性 质 16/ 的 证 明 见 [3]. 

性 质 17 ”如果 fi(z) 是 R" 上 的 凸 函数 ,E 7,7 是 任意 指标 
集 , 则 supf(*) 是 R" 上 的 凸 函 数 ， 

性 质 17 ”如果 f(z) 是 R" 上 的 拟 西 范 数 ,ie7, 了 是 任意 
指标 集 , 则 supf (xz) 是 R" 上 的 拟 凸 函数. 


性 质 18 设 f(z) 是 互 "到 (一 co,+co) 的 凸 函 数 ,P(y) 是 
有 到 (一 co, + oo) 的 不 减少 凸 函 数 , 则 g(z)= FIf(z)] 是 R* 上 
的 是 函数 

性 质 18′ 设 f(z) 是 "到 (一 oo,+ oo) 的 拟 山 函数, 了 (y) 
是 五 到 (一 9 ，+ oo) 的 不 减少 函数 , 则 g(x) = 了 [f(x)] 是 RR" 
上 的 拟 西 函数 。 

性 质 18 的 重要 性 在 于 不 需要 邓 数 P(y) 的 凸 性 或 拟 凸 性 
质 . 

在 共 圈 对 侦 ,次 微分 等 方面 还 有 许多 相 类 似 的 性 质 ,有 兴趣 的 
读者 可 以 参考 [11],[13],[36]. 

既然 拟 凸 函数 是 是 函数 的 推广 ,所 以 有 一 些 三 函数 的 性 质 对 
拟 凸 函数 是 不 成 立 的 . 

1) 可 加 性 .对 于 BR* 上 的 凸 吵 数 f(x), g(x), 当 a,p>0 
时 ,gf (xz)+ Bg(zx) 是 山 冰 数 . 

对 于 拟 凸 函数 ,这 个 性 质 不 再 成 立 , 

例 3 在 中 , 设 
(x—1)’ 0<7E2, 


fz) 
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(t+1)’ 一 2 入 7 入 0， 
1 1 其他 

可 以 验证 ,f(x),f(z) 是 拟 同 说 数 ,但 

[D+ 0 委 z 委 2. 
(yz +1) 二 1T —2<7r<0, 
| 2 其 他 ， 


. f(z)+ f(x)= 


不 是 拟 呈 函数 . 
2) 下 有 界 性 ， 对 于 R" 上 的 四 函数 了 (z) ,如 果 dom 有 界 ， 
则 inf f (2)>~—o%. 


对 于 拟 凸 函数 ,这 个 性 质 不 再 成 立 。 
例 4 在 有 中, 设 
[2 0<z<1， 
fo 一 X 二 1， 


L+co 其它, 


容易 验证 (x) 是 拟 凸 函数 ,domf 二 [0.,1]。 但 


inf f(x)=—, 


Sri(domf) 


2. 严格 拟 凸 函数 
定义 1.2 设 f(z) 是 R" 上 的 实 值 函 数 ， 如 果 当 了 (x1) 关 
fC—A)r t+ Av < maxt fr), f(x2)],0<A<1, (15) 
则 称 f(x) 是 严格 拟 山 联 数 ， 
”严格 拟 凸 函数 不 一 定 是 拟 西 函数 ,下 面 就 是 一 个 例子 . 
例 5 在 愉 中 , 设 


1 z=0, 
0 wx0, 


容易 验证 ,了 (2) 是 严格 拟 吓 函数 ， 但 不 是 拟 三 函数 ,因为 S(f,0) 
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fo)=| 


Karamardian 已 经 证 明 , 下 半 连 续 的 严格 拟 凸 嚼 数 是 拟 山 函 
数 。[20]. 

定义 1.3 设 fz) 是 中 "上 的 拟 凸 国 数 , 如 果 了 (z) 是 严格 
氢 同 函数 , 则 称 fx) 是 显 拟 西 图 数 ， 

显 报 西 函数 在 半 无 限 非 线性 规划 中 占有 午 要 的 地 位 ,下 面 讨 
论 它 的 一 些 性 质 . 

1) 了 节 汞 数 是 显 拟 西 阔 数 ,直接 利用 定义 1.2 可 以 证 明 这 一 

2) 压缩 性 质 ， 当 了 (xz) 是 显 拟 凸 函数 时 ， 如果 了 (z) 站 (9)， 
则 jz)<fz),0<4<1， 

3) 设 f (zx) 是 R" 上 的 显 氢 凸 孙 数 ,i ET,T 是 指标 集 。 逐 点 
二 确 界 函 数 f(x) =supj(z) 不 一 定 是 显 报 凸 函数 ， 


例 6 在 RR 中 . 设 


[zx*+i(z—10) —1<r<0, 
fC8) ir ~10) 0<r&l, 
|(x—1):+i(z—10) 1<7x&2, 
to . 其 它 . 
7 一 1 之 路 ， 可 以 验证 ,j(z) 是 显 拟 西 孜 数 。 但 是 
EM —1<7r<0, 
f(z)=supf, (x) _10 010<z 生 1， 
的 1(z 一 DJ 1<x 委 2， 
十 co 其 它 


不 是 显 拟 凸 函数 ， 例 如 在 xi= 一 Ts 一 1,4= 卫 时 ,7( 一 D)= 一 1 


<f(1D)=0. 而 1(0)=0=max[f( 一 1),f(1)]=0, 
在 一 定 的 条 件 王 , 显 拟 凸 函数 族 的 这 点 上 确 界 仍 是 显 报 凸 函 
数 , 下 面 的 定理 说 明了 这 一 点 ， 
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定理 1.2 设 f,(x) 是 五 "上 的 显 拟 凸 函数 , iET,T 是 指标 
集 。domyf ,=C,iETC 是 天 "中 的 凸 集 . f(x)=supf (x). 如 


果 对 于 每 一 个 +* EO, 至 少 存在 一 个 i*(x)E7T, 使 f(x) =f*(z)， 
则 f(z) 是 显 拟 凸 函数 ， 
证 明 由 上 面 的 性 质 17’,f 了 (2?) 是 拟 凸 商 数 , 故 只 需 证 明 f (x) 
是 严格 拟 凸 国 数 , 即 证 明 f(x1) 关 f(x;) 肝 ,对 于 0 过 4<1, 有 
fLGI 一 4)2 + Ars]<max[ f(z), f(z)]. 
假设 相反 ,在 f(x) 之 f(xs) 时 ,存在 4E (0,1), 有 
fL(1—A)r +Avs]=f (1). (16) 
设 z=(1 一 人 )x1+4z，， 由 已 知 条 件 ,在 了 中 存在 江 (x) 二 谨 ， 
这 (1) 二 储 ,2*(z2) 二 访 , 满 足 
fr) 一 sz) 一 (zh fr) = f(r2). 
于 是 fx*(z)= 二 J,*(z1)， 因 为 fi*(z) 是 拟 同 函数 , 故 
f(x)Emax{f ut(r), fs+(za)}。 (17) 
当 fi#(w1) 关 J4(z2) 时 ,(17) 式 中 的 不 等 号 是 严 格 不 等 号 ， 
但 由 已 知 条 件 , 知 
(zs (Yo Ef rt), (18) 
所 以 有 
fr)=f *(x) <max{f (x), fr(r,)} 
<max{f (zr1), f(z2)} 
=max{f (z1), f(x)}, (19) 


故 (x) 之 f(x,), 这 和 (16) 式 矛盾 
当 fi*(z1) 一 J x*(x2) 时 ,由 (17),(18) 式 ,有 
f(r)Ef i (r2)=f 7) fv), 
与 (16) 式 矛盾 ,所 以 jz) 是 严格 拟 凸 吨 数 . 
在 如 上 定义 的 拟 西 冰 数 , 显 拟 凸 孜 数 具有 一 些 特 殊 的 性 质 , 下 
面 两 个 定理 就 是 这 方面 的 结果 . 
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定理 1.3 设 f(x) 是 R 上 的 实 值 函数 ,domf =.J, 则 f(z) 
是 拟 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 存在 两 个 区 间 J>,J<,J? 在 J< 的 
左边 ,J 了 ==J>U J<,f(x) 在 J> 上 不 增加 ,在 J< 上 不 减少 . 

证 明 ”充分 性 是 明显 成 立 的 , 仅 证 必要 性 ， 设 f(x) 是 RR 上 
的 拟 凸 函数 ， 念 

J>={xEJ| 存 在 y>x, 且 f(z)>f(y)}， (20) 
J<=J\J>. (21) 

先 证 明了 (x) 在 J> 上 不 增加 ,在 J< 上 不 减少 . 

假设 相反 ,存在 zo€ J>,z<xo, 而 f(z) 之 f(zo)， 由 J> 的 定 
又 (20) 式 ,存在 y>ro 且 fl(zo)>f(y)， 这 里 ,显然 yo 是 y,z 的 
凸 组 合 .而 

f(zo)>max{f (y), f(z2)}. 
故 与 f(x) 是 拟 凸 函数 矛盾 ,所 以 f(z) 在 J> 上 不 增加 . 

假设 存在 xc J<,z>zo,f(z)<f(zo), 由 (20) 式 又 有 zc 
J>。 这 与 (21) 式 矛盾 ， 所 以 有 f(z) 在 J< 上 不 减少 ， 

再 证 明 J>,J< 是 区 间 ， 设 re J>, 则 由 上 面 所 证 明 ， 对 于 
Vs<xzo 均 有 f(z) 之 六 (zo) .而 由 J> 的 定义 知 ,在 在 yEJ,y>z， 
有 

f(y <Fr) EF), 
于 是 z€ J>, 这 表示 J 中 位 于 x 左边 的 所 有 = 均 属于 J>, 所 以 
J> 是 一 个 区 间 . 由 (21) 式 ,7J< 也 是 一 个 区 间 . | 

定理 1.4 f(x) 的 条 件 与 定理 1.3 相同 , 则 f(z) 是 显 拟 古 
函数 的 充分 必要 条 件 是 存在 三 个 区 间 J>,J-,J<， J=J>UJ™U 
J<,J> 在 7- 的 左边 , 了“ 在 J- 的 右边 ,f(z) 在 J> 上 严格 单调 减 
少 ,在 J- 上 是 常数 ,在 J< 上 严格 单调 增加 . 

证 明 充分 性 是 明显 成 立 的 , 仅 证 必要 性 ， 设 f(z) 是 显 拟 凸 
函数 ， 令 

6=inf{f(z)jze7j， 
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J*={rEJT|f(r)SB}, (22) 
J>=J>\J ,J J A, (23) 
其 中 J>,J< 的 意义 与 定理 1.3 中 相同 . 
因为 (75) 是 拟 同 函数 , 故 J 是 同 集 , 从 而 是 一 个 区 间 , f(x) 
在 V” 上 显然 是 常数 ， 
设 xz,yEvy>,z<y， 由 定理 1.3,y> 是 区 间 , 故 在 4EL0.1] 
上 ,区 闻 {(1 一 A)z+2y|0 扎 41}CJ>, 但 yg 所 以 f(y) 汪 
,根据 (23) 式 ,y € J>, 所 以 由 (20) 式 , 对 Yz 过 y, 有 
f(z) 之 f(y)>p, (24) 
议 {(1 一 4)z+4y10 二 21} 站 MJ”= 名 J” 在 J ”的 左边 ， 由 (23) 
式 ,7> 是 一 个 区 间 .。 
因为 7v>CJy>， 所 以 由 定理 1.3，f(z) 在 7” 上 不 增加 ,但 
f(z) 是 严格 拟 西 因数 ,不 可 能 在 J” 的 任何 子 区 间 上 保持 不 变 , 所 
以 f(z) 在 .7 上 严格 单调 减少 ， 
对 于 7 5“, 可 以 进行 类 似 的 讨论 , 略 . 1 
3， 强 拟 凸 函数 
定义 1.4 设 f(z) 是 R" 上 的 实 值 国 数 ， 如 果 对 于 Yazlyyaz， 
和 天 82 有 
f[L(1—A)v1+Ar <max{f (rz), f(r2)},0<A<1, (25) 
则 你 f(x) 是 强 拟 同 函数 . 
4。 擅 凸 函 数 与 严格 伪 凸 函数 
定义 1.5 设 jz) 是 瑟 " 上 的 可 微 实 值 阴 数 ， 如 果 在 了 (z:) 
三 f(x) 时 ,有 


《Vf x1) ao 一 zi7<0， (26) 
则 称 (3%) 是 伪 西沙 数 。 如 果 在 fx) 三 J(zw1) 财 ,有 
《Vf (si), #2— £1) <0, (27) 


则 称 f(z) 是 严格 伪 凸 函数 . 
当 一 1(%) 是 (严格 ) 伪 凸 函 数 时 , 称 J 了 (x) 是 (严格 ) 伪 四 函数 . 
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图 8 是 尺 中 的 擅 吓 函数 与 伪 凹 函数 的 图 形 。 


ff Fr) 


.0 z 0 2 
(a) (5) 
3 五 中 的 伪 同 函数 (4) 和 人 坊 岂 函 数 ($) 


在 定义 1.5 中 也 可 以 不 要 求 fz) 的 可 微 性 来 定义 伪 凸 函数 ， 
其 具体 内 容 见 [37]. 

5， 七 类 凸 函数 、 广 义 凸 函数 之 韶 的 关系 

为 了 讨论 方 鲁 ， 采 由 下 列 记 号 ， 

严格 册 消 数 ，SC， 邮 函数 ，C;， 严格 伪 凸 沙 数 ，SPC， 伪 西 
图 数 : PC;， 强 拟 西 函数 ，STQC;， 严格 拟 虞 浮 数 ，SQC， 瓜 凸 函 
数 ，QC. 

在 下 面 的 定理 中 , 设 f(z) 是 连续 可 微 的 . 

定理 1.5 七 类 凸 图 数 .广义 了 西 落 数 具 有 下 面 的 关系 ， SC 沪 
C,CIPC,PC:>SQAC,SQCIFAC, SCISTQAC, STQC-:SSQC, PC 
+ STQCOSPC., 

证 明 ” 仅 证 PC 六 SQC， 其 祭 几 个 结论 的 证 明 是 类 似 的 。 

假设 jx) 是 PC， 而 不 是 SQC， 由 定义 1.2， 存 在 zj，xa， 
f(T2) 之 f(x) ,而 对 某 一 个 人 = (1 一 4)zi+Azs0<A<1, 有 

f(£)>f (71). 

故 存 在 一 个 ,0<A<1,z=(1 一 A4)w,+Azs, 且 

f(s)=max{f (x)|z=(1—A)z + Az,0<ASL1},. (28) 
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所 以 容易 证 明 


《VT (天 ) ,Yi 一 天 0， (29) 
(vf (x), rE SO, (30) 

由 (29) 式 ， 有 
OVf(F), rE)=AVI(E), rr2). (31) 

由 (30) 式 ,有 


0> Vf(F), rs 3)=(1—A)VE(F), zs 一 2 》 (32) 
故 利用 (31)、(32) 式 及 4 二 0,1 一 24>0 得 到 | 
(VHF) ,vt2) =0, (33) 
从 而 由 (32) 式 ,有 
VI(E),r2— 7)=0, (34) 
因为 (x) 是 PC, 由 (34) 式 知 f(x) 之 1( 3), 故 (21)>>f (3). 
这 与 (28) 式 矛盾 .所 以 f(z) 是 SQC. | 
定理 1.5 中 的 各 个 关系 的 逆 关 系 一 般 都 不 成 立 ， 下 面 的 表 中 
用 一 些 函 数 作为 例子 说 明 上 述 的 关系 ,其 中 “+ ” 宕 示 “是 ”，“ 一 ” 
表示 “ 非 "。( 见 下 页 ). 
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图 4 是 上 述 各 类 凸 函数 .广义 凸 函数 之 间 的 关系 的 图 未 ,从 中 
也 可 以 看 出 , 拟 西 函数 凸 性 最 弱 , 而 严格 凸 冰 数 凸 性 最 强 ， 强 拟 凸 
函数 与 伪 凸 函数 , 山 隙 数 之 闻 不 存在 包含 关系 ， 


表 一 ”一些 函 数 的 凸 性 和 广义 凸 性 x,y ER 
SC C SPC PC SQC QC STQc 


foD={ oo 12S2 | - 
f(x,y)=—7, 120,ySEl. 
f(r,y) = 4 tO0.Y Cl. 
fi(z)=0, 0 去 rz 委 1， 
fi(z)=—7r, O07E1. 
f(z)=7z*, 0<rE1. 

f(z)= sr, OKrEl, 
f(z)=—r*, OrEl. 


| 1 
1+++111 
| 十 十 十 十 十 上 
十 十 十 十 十 十 十 
二 十 十 十 十 十 十 十 
二 十 十 二 1 上 1] 
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§ 2 广义 凸 规划 


我 们 已 经 知道 ， 对 于 凸 函数 ,局 部 极 小 值 一 定 是 整体 极 小 值 ， 
但 是 对 于 广义 同 函 数 ， 这 个 性 质 就 不 一 定 成 立 。 一 个 拟 上 是 函数 的 
局 部 极 小 值 就 可 能 不 是 整体 极 小 值 ， 见 图 5 。 这 一 节 将 讨论 局 部 
极 小 值 与 整体 极 小 信之 间 的 关系 及 广义 凸 规划 的 最 优 性 条 件 。 

1， 局 部 极 小 值 与 整体 极 小 值 的 关系 

定理 2.1 设 f(z) 是 R" 上 的 氢 山 函数 .如 果 x* 是 f(z) 的 
严格 局 部 极 小 值 点 , 则 z” 也 是 f(x) 的 严格 整体 极 小 什 点 . 

证 明 设 z*” 是 严格 局 部 极 小 值 点 ， 即 存在 6>0， 当 ze 
Nez”)={zjjz 一 和 |] 过 人) 时， 

f(z)> 了 (7 )， (1) 

如 果 ”不 是 严格 整体 极 小 值 点 , 即 存在 ,zz”*, 且 及 五 ) 

达 J(z*)。 由 f(x) 的 拟 凸 性 知 
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fCz) 


局 部 极 小 
整体 汲 小 


fF+(t— 12r" 1<f(r*) ,0<4<1. 《2) 
型 4->0 时 ,和 (1 一 2)z* ENo(zr), 这 与 (1) 耶 质量 

定理 2.2 如果 拟 凸 函数 有 (x) 的 局 部 极 小 值 点 ?: 不 是 整体 
极 小 值 点 , 则 存在 x, 的 一 个 邻 域 ,f(x) 在 这 个 邻 域 和 连结 x 与 
任意 整体 极 小 值 点 x; 的 线段 的 交 上 是 一 个 常数 ， 

证 明 ”假设 不 存在 这 样 的 邻 域 ， 因 为 *: 是 f(x) 的 局 部 极 小 
值 点 , 故 一 定 存 在 5 二 4z1 十 (1 一 4)z2， 使 (zx) 宝 f(xzi)。， 另 一 
方面 ,由 有 f(x) 的 拟 证 性 ,又 有 

f(z3)<f (1), 
矛盾 . 

对 于 严格 拟 凸 函数 ,情形 就 不 同 了 . 

定理 2.3 ”严格 拟 凸 函数 f(z) 的 局 部 极 小 值 点 一 定 是 整体 
极 小 什 点 . 

证 明 假设 >, 是 f(z) 的 局 部 极 小 值 点 而 不 是 整体 极 小 值 
点 ， 则 存在 +;, 满 足 

f(r) <f (1), 
由 了 (z) 的 严格 拟 山 性 ,这 表示 
fArit (1—A4)zs <f(s),0<4<1. (3) 
令 4~1) 对 充分 接近 zy: 的 xs 由 (3) 式 有 
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(zs 一 zh)， 
这 与 x, 是 局 部 极 小 值 点 矛 导 . 上 
定理 2.4 强 所 山 函数 不 在 两 个 点 上 达到 极 小 值 . 
证 明 留 给 谈 者 . 
定理 2.5 设 了 (z) 是 R" 上 的 伪 凸 函数 ，domf 是 开 集 , +" 
是 其 -- 个 稳定 点 , 即 Vf (wx")=90, 则 w” 是 fz) 的 整体 极 小 值 点 . 
证 明 因为 对 任意 x ， 均 有 
《xz 一 和 VCz ) > 一 0。 (4) 
于 是 由 f(z) 的 伪 同 性 , 知 
f(x)> f(z"), 
即 xz "是 整体 极 小 值 点 . 
定理 2.6 设 f(z) 是 R" 上 的 严格 伪 咱 函数 ,domf 是 开 集 ， 
x" 是 其 稳定 点 , 则 x 是 了 (z) 的 唯一 整体 极 小 值 点 ， 
证 明 留 给 读者 ， 
下 面 将 以 上 六 个 定理 的 结果 列 成 一 个 表 ， 读 者 不 难看 出 极 小 
值 点 的 性 质 与 是 性 有 关 ， 


严格 局 部 楼 小 | 局 部 极 小 值 | 局 部 根 小 值 | 稳定 点 是 ,稳定 点 足 只 
值 点 是 严格 整 ( 点 是 整体 极 : 点 是 唯一 整 ; 整体 极 小 ,一 整 你 授 
| 体 往 小 货 点 ， 小 值 点 体 要 小 值 点 慎 点 | 值 
1 i 
氢 凸 壬 数 + 
严格 拟 凸 范 数 十 + 
强 氢 提 申 数 + + 十 
伪 凸 函数 十 + 十 十 
严格 信 员 函数“! ++ + + + 
i | | 


2. 广义 凸 规划 中 的 最 优 性 条 件 
如 果 fx), gr) 1 Mi) ID) 是 广义 
巴 函 数 , 则 称 约 束 极 值 问题 
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min (x) 


st, gt) EO0,i=1,. ,mm, (5) 
(GCP) h,(4)=0, j=—1,..*,p, (6) 
ENS, 


是 广义 凸 规划 (GCP)， 其 中 SS 是 凸 集 ， 

下 面 讨论 (GCP ) 的 最 优 性 条 件 , X 表 示 可 行 解 集 。 

定理 2.7 设 f(z)，gi(z)，i=1， mm, hr), j=1, 
7， 是 R* 上 的 实 值 函 数 , 在 开山 集 S 上 可 微 ，f (x) 是 伪 册 函数 ， 
gi(w*), iEI(z") 是 拟 西 函数 ，h,(x),j 二 1,"… ,Pp， 是 拟 仿 射 隙 
数 , 如 果 存 在 44，… ,4 44,"… ,Ls 满足 


Vf(2) + VS + > nsvh,(r*)=0, (7) 
i=1 j=1 
hgi(x")=0, (8) 


M0,1=1,: ,Mm, 
则 xz*E€ 且 是 (GCP) 的 解 ,其 中 T(x*)={i|gi(w*)=0,1=1,.…， 
m}. 
证 明 任 取 xwE 义 , 则 由 
g(t)<g(r*)=0,1E I(r*), 
h(x)=h, (x*), j=1,...,D, 


(rT, VF) EO LiE T(r*), (9) 
{rr*,Vh,(r*) > =0,7=1,..., 7, (10; 
如 果 在 i I(z*) 时 令 4,=0, 则 由 (9),.10) 式 有 


mm pb 
CPi, BD AVE(LE) + DVh,(r*)) SO, 
fs srl 


故 由 (7) 式 知 
《vw—z*, V(r*))>0, (11) 
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但 由 了 (z) 的 伪 凸 性 , 知 f(z)>>f(x*)， 

定理 2.8 设 f(+),g:(5) ,i 一 1,…,m, 是 R" 上 的 实 值 可 微 
拟 册 函 数 ,h,(z) ,j=1,……, 了 ,是 R" 上 的 实 什 可 微 拟 仿 射 函 数 ， 
如 果 存 在 zx*E BR" 之 0,0=1，…， 伟 ,hi9j 二 1，,"…*, 了 ,满足 (7)， 
(8) 式 , 且 

1) 存在 x1€E R", 满 足 

wi—%*, Vf (rs*))>0; 

或 

2) Vf(z*) 关 9,f 了 (4) 二 阶 可 和 铂 ， 
则 z* 是 (GCP) 的 解 . 

定理 2.3 的 证 明 见 [18]. 

在 更 广泛 的 一 类 广义 凸 规划 中 , 例如 肯 标 函数 了 (z) 是 PCN 
的 ， 约 束 函 数 g,(z) 是 QCN 的 ，[5]、[36] 讨论 了 更 一 般 的 最 优 
性 条 件 及 广义 对 侦 古 规划, 


§ 5 拟 凸 函数 和 伪 凸 函数 的 判别 准则 


。 随 着 对 广义 凸 函 数 的 深入 研究 ,已 经 从 各 个 角度 对 它们 的 判 
别 准则 进行 了 讨论 ， 本 节 介 绍 一 些 主要 结果 ， 
1. 一 阶 条 件 
”在 §2 的 定理 2.1- 定 理 2.6 中 , 已 经 证 明 在 各 种 广义 凸 性 的 
假设 下 , 局 部 极 小 与 整体 极 小 、 稳 定点 与 整体 极 小 的 关系 . 反 过 来 ， 
由 这 些 关 系 却 不 一 定 能 推出 它们 应 属于 哪 一 类 广义 凸 函 数 .但 是 ， 
在 拟 凸 函数 的 前 提 下 ,由 它们 则 可 以 得 到 一 定 的 结果 。 
定理 3.1 设 f(z) 是 Br" 上 的 拟 凸 函数 ,如 果 z* 是 f(z) 的 局 
部 极 小 值 点 时 ,x* 就 是 1 (z) 的 整 体 极 小 值 点 , 则 了 (xz) 是 严格 拟 
止 函数 ， 本 
定理 3.2 设 f(x) 是 R* 上 的 拟 册 函数 ,如 果 f(z) 只 有 唯一 
的 整体 极 小 值 点 , 则 f(z) 是 强 拟 凸 函数 ， 
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定理 3.3 设 f(z) 是 R" 上 的 可 微 拟 是 函数 , 如果 fxz ) 的 
唯一 稳定 点 也 是 它 的 整体 极 小 值 点 , 则 f(z) 是 严格 伪 凸 绸 数 . 
以 上 三 个 定理 的 证 明 见 [37], 
定理 3.4 设 f(x) 是 R" 上 的 可 微 所 号 函数 ，domf 了 = 二 5 是 
开 集 ， 如 果 Vf (zx*) =8 时 ,zx* 就 是 f(z) 的 整体 极 小 值 点 , 则 f(x) 
是 伪 凸 函数 . 
证 明 假设 相反 ,f(x) 不 是 伤 凸 函数 , 则 存在 + ,yeS ,满足 
f(y)<f (Ys), (1) 
Cy—%,Vf (r+))>0. (2) 
故 Vf (x?) 头 9， 否 则 > 是 f(z) 的 整体 极 小 值 点 ,与 (1) 式 蔬 盾 . 
因为 f(x) 是 拟 册 函数 ,由 (1) 式 知 
Cy—z,Vf(7))<0. (3) 
结合 (2) 式 ,得 Cy 一 + ,Vf (+)) =0. 
由 (x) 的 可 微 性 知 它 在 93 上 连续 , 故 存在 p>0, 使 f[y+p 
Vf(z)1<f (x). 
由 (7?) 的 氢 凸 性 ,在 i€E (0,1) 了 时 


fz+tly +pyf (7) 7)} f(r) (4) 
i 机 


在 (4) 中 令 i>0, 得 
y+poVvi(r)— xr, Vf) 
=plVf (4) ,vf 7) SO. (5) 

而 Vf (x) 关 0,p>>0, 蔬 盾 . | 

定理 3.5 设 f(x) 是 BR" 上 的 可 徽 拟 凸 函数 , dom = 8 是 开 
集 ,如 果 Vf(zx)=0 时 ,xz* 就 是 f(x) 的 局 部 极 小 值 点 , 则 f(z) 是 
伪 凸 函数 ， 它 的 揽 也 成 立 . 

证 明 ”由 定理 3.4, 只 要 证 明 VJ(x*) =0 时 ，z* 是 F(z) 的 加 
体 极 小 值 点 即 可 .假设 存在 二 ES,Vf(5)=6, 而 3 不 是 整体 极 小 
值 点 ， 设 
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有 = 一 (zxESlF(z) 一 7)}， 
则 外 是 妨 的 非 空 凸 子 集 ， 
因为 f(z) 是 局 部 极 小 值 , 故 F KclT， 设 
K={sES|z=7-i(y—73), t€E (0,1),y ET)}, 
于 是 玉 是 5 的 开山 子 集 , 而 由 f(x) 的 所 同性 , 对 于 yx ERK, 有 
f(z)<f FE), 

对 于 Yy E7 ,总 存在 己 E (0,1) ,满足 
T+iy~—2)¢T,tELO0,t,], 
FB+i(y—F)ET,tE(t,,1], 

设 :=z+t,(y 一 5)， 则 由 f(x) 在 z 的 连续 性 ， 知 1(z) 二 了 (7#). 
由 前 设 , 玉 是 z 的 一 个 邻 域 .是 对 于 vz EK,f 了 (zx) 过 f(z)， 则 由 
f(z) 在 z 的 可 微 性 知 Vf(z) =-96， 但 z 不 是 了 (zx) 的 局 部 极 小 值 
点 , 子 盾 . 和 

上 述 证 明示 意图 见 图 6 。 


2. 二 阶 条 件 

一 般 来 说 ,二 阶 条 件 是 从 两 个 方面 给 出 的 ， 一 类 是 用 矩阵 的 
形式 , 即 国 数 的 Hesse 矩阵 具有 茶 种 性 质 而 判断 广义 晤 性 ， 另 一 
类 是 用 加 边 行列 式 的 某 种 性 质 而 判断 广义 凸 性 ， 

定理 3.6 设 jz) 是 于 "上 的 二 阶 连 续 可 微 的 实 值 菌 数 ， 
domj = 8 是 开 凸 集 , 则 1z) 是 拟 凸 郑 数 的 充分 必要 条 件 塌 ， 

1) 2EoER SGVfGz) 1 一 0 时 ,有 
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(有 ,万 (z)i2>0， (6) 
其 中 互 (xz) 是 f(s) 在 s 的 Hesse 算 阵 。 | 
2) 当 Vf(z) 二 0 了 时 ,对 平 YhE R", 隙 数 f,,(1)=f (z+1h) 
在 {z+thES,tE RR} 上 是 拟 山 范 数 ， 
这 个 定理 是 J.P.Crouzeix 在 [13] 中 证 明 的 . 
注 1 当 定理 3.6 中 的 2) 用 下 面 两 个 条 件 之 一 代 赫 时 ,就 和 1) 
一 起 构成 判断 拟 凸 函数 的 充分 条 件 [18]， 
2*) 当 Vyf(z)=9 时 ,对 每 一 个 hE R*, h50, 有 
(h,H(z)h)>0. 
2**) 当 Vf(z)=6 时 ,x 是 f(x) 的 整体 极 小 值 点 . 
注 2 可 以 证 明 ( 见 L144,L13]) ,定理 3. 6 中 的 1) 和 下 列 各 条 
件 之 一 等 等 价 ， 
19 下 (z) 半 正定 ,或 可 (x) 有 一 个 负 特征 根 上 且 存在 一 个 he 
R" ,满足 
H*(zs)h=Vf(s), Vf (x), hE. 
1**) 加 边 Hesse 矩阵 
-[" Vf(x)” ] 
LVf(z) 万 (z) 
有 一 个 负 特 征 根 , 束 中 Vf(z)" 是 Vf (x) 的 转 置 . 
1***) 对 于 {1，…,2 的 所 有 非 空子 集 已, 行列 式 
ip i Vfi(r)F <。 
”fr)m H(z)s 人 0 
其 中 五 (zx); 是 由 囊 (z) 划 去 行 标 、 列 标 不 在 P 中 的 那些 行 和 列 
得 到 的 ，Vf(z)p.Vf(z)F 的 取 法 相似 
定理 3.7 访 f(x) 是 BR" 上 的 二 阶 连续 可 微 实 值 函数 ， domf 
= 是 开 册 集 。 行列 式 
0 Vf (zx)” 
1 Hg) 
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称 为 f(z) 的 加 边 行列 式 ， 如 果 在 S 上 | D1 的 顺序 主子 式 
0 fs, ££ fo 
| 也 ,| 一 fs, fr “ofa, <<0, 有 一 1 


ee 


fe, fae fe 


则 了 (>) 是 拟 凸 函数 、 
这 个 定理 的 证 明 见 [ 8 二 
定理 3.8 设 f(z) 是 R* 上 的 二 阶 可 微 实 值 函数 , 且 domf = 
3 是 开 凸 集 , 则 f(x) 是 伪 晤 函数 的 充分 必要 条 件 是 ， 
1) zwES,hER", VCz) ,1 一 0 时 
(hrH(z), D0. 
2) Vf(z) 一 9 时 ,x 是 f(z) 的 局 部 极 小 值 点 . 
证 明 必要 性 ， 设 f(z) 是 伪 凸 函数 , 则 f(z) 是 拟 止 函数 . 
由 定理 3.6,1) 成 立 。 而 由 定理 3.5, 只 要 Vf (2) =0; x 就 是 f(z) 
的 局 部 极 小 值 点 . 
.充分 性 .由 定理 3.5, 只 要 由 1),2) 证 明 f(zx) 是 拟 册 函数 即 可 . 
假设 相反 , f(z) 不 是 拟 凸 函数 , 则 存在 z,yE 8,z 关 9 ,满足 


M= sup fle+t(y—s)l>max{f (x), f(y)}. (8) 
设 p(1) =fLz+ tly 一 2)]; 则 (8) 式 可 以 记 为 
| M= sup P(t)>max{p(0) ,9(1)}. 《9) 


因为 p(t) 在 [0,1] 连 续 , 存 在 某 一 个 数 ti,E (0,1), 使 
v(t)<M, 0<it<h, 
显然 ,pt) = 《h,Vf(z+ioh)> 二 0, 其 中 %=y 一 x， 由 二 的 定义 
及 条 件 2) 知 Vf (x + th) 尖 0， 
不 失 一 般 性 , 设 x+ioh 一 a=9,f(a)=0, 而 Vf (4a)= 一 en ,es 
是 标准 正 交 基 的 第 7 个 向 量 .将 z ==(61,-… ,61) 表 示 成 z= 二 (7 ,4)， 
.其 中 7 一 (61, ,$n-1) ,4 二 64 而 内 《4Yf (a),h》=0 知 
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h=(wu,0), uER"!, 
但 Vf (9,0)==(9, 一 1), 于 是 由 隐 和 函数 定理 知 存在 R”! 中 原点 的 邻 
域 志 及 乙 中 的 实 基数 g(7), 在 7 EU 时 满足 
f[r,g(7)]=0,f[ryg(r)]<0， (10) 


vgCD)= 一 了 TCDTYf[r,8(D]， (11) 
g(r) = Tp f(r g(r)) 


+Ve(r)fir(r, EC7))T + fr(r, g(r7))VE(r)” 
t+ f(r, g(r)) Ve(r), Ve (7)>], (12) 
所 以 g(0)=0,Vg(0)=0. 
可 以 证 明 g(7) 是 上山 函数 且 g (tu)>>0,1u EU ,tE[0,t). 
由 妃 (z) 的 连续 性 , 知 存在 "中 原点 的 邻 域 V CU 及 E>0， 
当 (7,4) EV@[L 一 4,8 时 
fi(r,4)<0. (13) 
最 后 由 g(7) 的 连续 性 , 存在 tE[0, 1), 使 iuEV 及 0< 
St)<<， 因 而 


f(tu,0)<0, (14) 
fliu, g(tu)]=0, (15) 
于 是 Vf (iu,4) 之 09. 而 由 (13), 对 于 4E[0,g (tu)], 有 
ens Vf (iu, 4)><0, 


故 矛 盾 ， 所 以 地 (z) 是 拟 凸 函数 ，] 

注 1 W. E. Diewert,M. Avriel 和 I，Zang 已 经 证 明 ( 见 
[14]) 定 理 中 的 2) 可 以 用 下 面 的 条 件 代 规 ， 

2*) 对 于 满足 《Vf(z )， 有 =0 及 《h(x2)，h》=0 的 所 有 
有 h, 国 数 4 有 = (z+ 斌 ) 在 t=0 达到 关于 {tx+ 启 E85} 的 局 部 
极 小 值 . 

注 2 定理 3.6 注 2 中 的 三 个 条 件 分 别 与 定理 3.8 中 1) 等 
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价 ， 

注 3 定理 中 的 2) 用 下 面 的 条 件 代替 时 ， 

2**) 只 要 Vf (x)==9, 就 存在 x 的 一 个 凸 邻 域 TC S ,满足 

(x—y)"H(yY), 2—y)>0,y EV. 

这 时 1) 和 2**) 是 f(z) 是 伪 西 函数 的 充分 条 件 . 

下 面 两 个 定理 利用 加 边 行列 式 | D(x)| 和 Hesse 矩阵 行列 式 
| 五 (%)| 判 断 伪 瑟 性 ,其 中 1Do(x)|,1Hp(z)| 与 定理 3.6 注 3 的 
1**#*) 中 的 定义 相同 . 

定理 3.8[6] 设 f(x) 是 R* 上 的 二 阶 连续 可 微 实 值 函数 ， 
domf =S 是 开山 集 ， 如 果 ， 

1) 对 于 人 ,………,%} 的 所 有 非 空 子 集 P ,| D(x)| 志 0, 

2) 车 对 于 某 个 ES,Dp(z)=0, 那 么 在 的 一 个 邻 域 中 的 
所 有 ,|Hp(x) | 之 0., 
则 f(z) 是 伪 上 屿 函数， 

定理 3.10[14] 设 f(x) 是 R"* 上 的 二 阶 连续 可 微 实 值 汕 数 ， 
domf = 是 开 凸 集 ， 如果， 

1) 对 于 {1，……9j 的 所 有 非 空子 集 已 ,| 了 rr(z)| 委 0， 

2) 只 要 Vf(z) = 二 9, 就 存在 5 的 邻 域 六 C5 ,使 对 于 YzEF， 
PC{1,.…,n}, 有 IHp(z)| 之 0, 

则 7(z) 是 伪 山 函数 

M,， Arvriel 和 S. Schaible 等 人 利用 广义 Hesse 和 矩阵 讨论 的 
同性 ,得 到 了 不 少 有 意义 的 结果 [ 6 ] ,下 面 是 其 中 一 个 结论 ， 

定义 3.1 设 f(z) 是 刁 " 上 的 二 阶 可 微 实 值 函 数 , 豆 (z) 是 其 
Hesse 矩阵 ， 称 

H(zsr(z))=H(z)+r(r)vf (zr)vI (x)” 

是 f(x) 的 广义 Hesse 矩阵 ,其 中 r(z) 是 R" 上 的 实 人 函数 . 

定理 3.11 如 果 存 在 连续 函数 r(x) ,使 H(zx;r(x)) 半 正定 ， 
则 fs) 是 擅 凸 通 数 ， 
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3. 二 次 嚼 数 的 情形 

由 于 二 次 规划 在 数学 规划 中 的 重要 性 ， 这 一 小 节 专门 叙述 关 
于 二 次 函数 与 前 面 平行 的 一 些 结果 . 

二 次 函数 是 指 


g(z) 一 于 z7Qx + any， (16) 


其 中 ,a € R",Q 是 % 阶 实 对 称 入 了 泗 ， 对 于 (16), 它 的 Hesse 盾 阵 
就 是 Q， 而 加 边 Hesse 抢 阵 是 


0 (Qx + a)” 
Do)=-| wo 。 0 ] (17) 
下 面 的 结果 可 以 在 [ 6 ],512]、[18],L391 中 找到 ， 
. 定理 .3.12 二 次 函数 ?4z) 是 凸 函 数 的 千 价 条 代 志 二 于 氢 凸 
六 数 ， 
定义 3.2 ”如果 f(z) 是 拟 目 ( 伪 凸 ) 函 数 而 不 是 凸 函数 , 则 称 
fs) 是 仅 拟 凸 ( 仅 伪 凸 ) 少 数 ， 


定理 3.13 ”二 次 函数 y(z) 是 仅 拟 西国 数 的 等 价 条 件 是 @ 和 
Dz) 都 只 有 一 个 负 特征 根 ，q(x) 在 非 负 责 锥 R?+ 上 是 仅 拟 凸 函 
数 的 等 价 条 件 是 二 次 函数 

上 下 也 a 并 
ec (es os) (8) 
在 非 负 真 锥 BR! 上 是 氢 西 函数 ,其 中 &€ 已 ,GE 五" 

定理 3.14 如果 二 次 函数 g(x) 在 非 负 真 锥 上 是 拟 屿 函数 是 
a 考 9, 则 q(x) 在 非 负 真 锥 上 也 是 仿古 函数, 

定理 3.15 ”二 次 函数 Y(z) 在 凸 集 C 上 是 伪 凸 国 数 的 等 价 条 
件 是 对 于 {1,…,%} 的 所 有 非 空子 集 ,1 Dp(z)| 志 0, zeC， 如 
果 |1D5(z)| ==0, 则 [Hs(z)|=|Qz| 宕 0， 

定理 3.16 二 次 函数 4(%) 在 不 包含 原点 的 非 负责 锥 上 是 伪 
凸 函 数 的 等 价 条 件 是 二 次 函数 
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ec 0 


o 0 
在 RE" 中 不 包含 原点 的 非 负 真 锥 上 是 念 凸 钞 数 ,其 中 优 阵 
a” 0 

不 包含 全 为 0 的 行 和 列 ， : : 

定理 3.17 设 Q 不 包含 全 为 0 的 行 和 列 , 则 二 次 函数 g(x) 
在 非 负 真 锥 如 :上 是 抱 凸 函数 的 等 价 条 件 是 对 于 每 一 个 x € 下 4， 
存在 国 数 "(z),0 和 r(z)< -co 广义 Hesse 矩阵 

Hlvyr(z))=Q+r(r)(Qr +a)(Qr + a)” 

半 正 定 ， 

定理 3.18 二 次 函数 9(z) 在 凸 集 0 上 是 严格 伪 凸 函数 的 等 
价 条 件 是 对 于 {1,.… ,%} 的 所 有 非 空子 集 P ,| Da(z)| 和 0zE0， 
而 |Do(x)|=0 时 , Q@ 的 顺序 主子 式 均 大 为 0。 

应 该 指出 的 是 ,不管 是 屿 防 数 还 是 广义 凸 荡 数 ,它们 的 淹 到 淮 
则 往往 都 需要 检验 无 穷 多 个 不 等 式 的 成 立 ， 这 在 很 多 时 候 阅 是 相 
当 困 难 的 。 所 以 发 展 其 它 类 型 移 判 噶 淮 开 是 广义 是 分析 的 研究 澡 
题 之 一 ,目前 已 经 有 不 少 这 方面 的 结果 ( 兄 [ 和 [10])。 
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主要 符号 索引 


六 * ，7% 维 欧 氏 空间 
1z1 :向量 * 的 模 。 
Q(x,y) :向 量 z,y 的 拭 离 . 


《X,Y) :向 量 x,y 的 内 积 。 
经 : 空 集 ， 

dimS :集合 S 的 维 数 。 

affS :集合 S 的 仿 射 包 。 
spanz: 集 合 S 的 线性 包 。 
coS: 集 合 3 的 西 包 。 

co3 :集合 S 的 闭 凸 包 。 
xy :连结 向 量 xz.y 的 线段 。 
态 (b,e) :起 六 区 


五 (ba): 以 超 束 面 召 (5,a) 为 边界 的 闲 半空 间 ， 


S" (aa aa 以 aa 


LinC: 凸 集 C 的 支撑 子 空间 ， 
intS :集合 3 的 内 部 ， 

riS :集合 3 的 相对 内 部 ， 
cl9 :集合 3 的 闭 包 。 

extC :号 集 0 的 极点 集 。 
C0": 凸 集 C 的 配 极 。 

K*, 山 锥 的 共 罗 锥 。 

下 , 山 锥 K 的 极 锥 . 

coneS :集合 S 的 锥 包 . 
B={21ad(z,9) 志 1); 单 位 球 。 
4:" 到 "的 线性 变换 , 
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' 4m 为 顶点 的 单纯 形 。 


如 ,线性 变换 4 的 伴随 ， 

domyj :有 "中 定义 的 函数 fxz) 的 有 效 定义 域 ， 
epif: 2" 中 定义 的 歇 数 J{x) 的 上 方 图 。 
clf(x): BR" 中 定义 的 函数 x) 的 闵 包 ，。 
6(z1C) : 凸 集 C 的 示 性 函数 ， 
6*(z*|O); 屿 集 C 的 支撑 函数 。 
y(210) :此 集 0 的 规范 孙 数 ， 

F 产 (xy): 国 数 f(z) 的 共 辆 范 数 。 

(f4) (zs),2 之 0: 函 数 f(x) 的 非 负 右 和 匀 ， 

《2 生 )(z),4 之 0; 函 数 fw) 的 非 负 左 乘 ， 
(十.)(z) :函数 f(x),f,(x) 之 和 。 

(人口 … 口 j)(z) ;函数 全 (x),…, 了 (x) 的 下 卷 积 。 
cog(z) :全 数 g(z) 的 凸 包 ， 
coff(z)1iET): 卫 数 六 (xz) ET 的 凸 包 。 
《4j)(y) :在 线性 变换 4 中 ,基数 jz) 的 象 。 
(84)(z) :在 线性 变换 4 中 , 国 数 g(y) 的 逆 象 。 
工 - 条 件 ,Lipschitz 条 件 ， 

Vf(z) 或 f(z): 国 数 fF(z) 的 梯度 . 

有 (xz) 或 王 (z) :函数 fx) 的 Hesse 矩阵 ， 
jz:y): 国 数 fKz) 在 z 沿 y 方 向 的 单 边 方向 导数 。 
of(z), 硬 数 fKz) 在 xz 的 次 微分 。 

(LP) :线性 规划 ， 

(NLP) : 非 线 性 规划 。 

(CP); 凸 规划 . 

(DNLP),(NLP) 的 Lagrange 对 偶 问 题 . 
(SP) : 蒋 点 问题 ， 

Ts):KNLP) 中 ,在 r 成 为 紧 约 束 的 不 等 式 约束 指 标 集 。 
D(x);(NLP)〉 中 ,可 行 集 XX 在 z 的 可 行 方向 锥 。 
思 (x%);(NLP》 中 ,可 行 集 立 在 x 的 线性 化 锥 ， 
BCz) 月 标 国 数 所 xz) 在 x 的 下 降 方 向 集合 。 
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G(r) {yi Cy, Vei(r))<0,iE T(r))., 
Ho(s):{y' CysVh; (x))=0,)=1,**, p}, 
TDP(w): 可行 集 XX 在 x 的 正切 锥 ， 

G(s){y ly Va rEO LE T(r) 
A(x) :可 行 集 和 在 xz 的 可 达 方 向 锥 ， 

工 (xu):(CP) 的 Lagrange 倩 数 . 
2.1,13Ubjectio, 意 为 “约束 条 件 是 ”。 
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